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I.  LE  SOSTITUZIONI. 


1.  Nell'Algebra  elementare  sono  state  studiate  (*)  le  permutazioni 
che  sì  possono  formare  con  n  elementi,  e  si  ò  dimostrato  che  il  loro 
numero  è  uguale  ad  n!,  cioè  al  prodotto  dei  primi  n  numeri  interi. 
Una  di  esse,  scelta  ad  arbitrio,  si  distingua  fra  tutte  col  nome  di 
^permutazione  principale.  Quando  due  elementi  d*una  permutazione 
qualunque  sono  scritti  in  ordine  inverso  di  quello  che  hanno  nella 
permutazione  principale,  si  dice  che  formano  inversione.  É  massimo 
il  numero  delle  inversioni  nella  permutazione  inversa,  ottenuta 
scrivendo  a  rovescio  la  permutazione  principale.  Per  tal  modo,  in- 
fatti, ogni  coppia  di  elementi  offre  un'inversione  :  il  numero  totale 

delle  inversioni  è  -s'^i?^  —  i)«  Per  conoscere  il  numero  delle  inver- 
sioni in  una  permutazione  qualunque  basta  contare  quante  inver- 
sioni ciascun  elemento  fa  con  quelli  che  lo  seguono,  e  sommare 
tatti  i  numeri  cosi  ottenuti.  Supporremo,  d'ora  innanzi,  che  gli 
elementi  siano  rappresentati  dai  primi  n  numeri  interi,  e  prende- 
remo i2S...n  come  permutazione  principale.  Così  il  numero  delle 
inversioni  dovute  ad  un  elemento  è  uguale  al  numero  degli  elementi 
inferiori  che  lo  seguono  nella  permutazione  considerata.  Una  per- 
mutazione dicesi  di  prima  classe  o  pari  se  pari  è  il  numero  delle 
sue  inversioni:  è  di  seconda  classe  o  dispari  nel  caso  contrario. 
Per  esempio  la  permutazione  465187293  è  pari,  perchè  presenta 
3  +  4  +  3  +  3  +  2+1  cioè  16  inversioni- 


(*)  Baltzbe,  Elementi  Ai  Matematica  (trad.  Cremona,  2»  parte,  %  24). 
CssilRO,  Analiei  algebrica 


2.  Spezzata  in  due  una  permatazìone,  è  utile  cercare,  in  vista  di 
future  applicazioni,  il  numero  delle  inversioni  che  gli  elementi  della 
prima  parte  fanno  con  quelli  della  seconda.  Se  (,,  i,,  /,,...,  i,  sono 
gli  elementi  della  prima  permutazione  parziale,  disposti  in  ordine 

crescente,  ir  può  fare  inversione  soltanto  con  1,  2, 3 ir  —  1;  ma 

da  questi  elomenti  bisogna  escludere  quelli  che  non  appartengono 
alla  seconda  permutazione,  cioè  /,,/,,...  ^,-,.  Dunque  il  numero  delle 
inversioni  dovute  ad  ^  è 

tr  —  i.  —  {r  —  i)  =  ir  —  r, 

e  però  il  numero  totale  delle  inveraoni  che  gli  elementi  della  prima 
permutazione  parziale  fonno  con  quelli  della  seconda  è 

3.  Dìcesi  sostituzione  l'operazione  mediante  la  quale  ai  passa  da 
una  permutazione  ad  un'altra  degli  stessi  elementi.  Per  eseguire  un 
tal  passaggio  si  cominci  dal  surrogare  qualche  elemento  a  con 
quell'elemento  p  che  nella  seconda  permutazione  occupa  lo  stesso 
posto  che  a  ha  nella  prima  ;  poi  a  0,  nella  prima  permutazione,  si 
sostituisca  anal(^mente  un  elemento  t>  c^6  venga  in  tal  modo  ad 
occupare  il  posto  che  gli  spetta  nella  seconda  permutazione,  ecc. 
Così  proseguendo  si  cade  necessariamente  sopra  un  elemento  \,  al 
cui  posto  va  messo  a.  Questa  catena  di  spostamenti  ai  rappresenta 
col  simbolo  (apT---M,  che  si  dice  un  ciclo.  Se  un  sol  ciclo  non  basta 
ad  esaurire  le  modiBcazioni  necessarie  per  ottenere  la  permuta- 
zione voluta,  si  va  in  cerca  di  qualche  altro  elemento  a'  non  an- 
Cora  collocato  a  posto,  e  si  inizia  una  nuova  catena  (a'p'T'.>-V)  di 
spostamenti.  Cosi  continuando  Uno  ad  esaurimento  degli  elementi 
spostati  si  riesce  sempre  ad  effettuare  la  sostituzione  considerata. 
Qualunque  sostituzione  si  può  dunque  rappresentare  nel  seguente 
modo: 

(opT-..X)(a'p'T'...V)(a"rT"-X") 

Per  esempio,  se  si  vuol  passare  dalla  permutazione  123456789 
all'altra  465187293,  bisogna  eseguire  la  sostituzione  {i4){726)(3589). 
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4.  Sostituzione  circolare  è  quella  che  consta  d'un  ciclo  solo.  In 
particolare,  se  gli  elementi  del  ciclo  sono  due,  la  ^^  """^vV 
sostituzione  porta  il  nome  di  trasposizione^  e  con-  /     \       •  \ 

sisle  nel  semplice  scambio  dei  due  elementi.  L'effetto  I         /" jiS 

d'una  sostituzione  circolare  di  n  elementi  si  può  figu-  V    /  / 

rare  distribuendo  gli  elementi  a  distanze  uguali  sopra    y 

una  circonferenza,  in  un  senso  determinato,  e  facendo  poi  ruotar 

questa  intorno  al  centro,  in  senso  inverso,  d'un  angolo  — . 

5.  Ogni  sostituzione  è  scomponibile  in  trasposizioni.  Infatti  si  è 
visto  che  una  sostituzione  qualunque  è  scomponibile  in  sostituzioni 
circolari,  ed  è  facile  convincersi  che  ognuna  di  queste  è  a  sua  volta 
scomponibile  in  trasposizioni,  poiché  eseguire  una  sostituzione  cir- 
colare fra  gli  elementi  a,  p,  t,-.,X,  equivale  a  trasporre  successi- 
vamente a  con  gli  altri  elementi.  Ciò  si  esprime  scrivendo 

(apT...X)  =  (aP)(aT) (aX). 

6.  La  classe  d'una  permutazione  cambia  ad  off  ni  trasposizione. 
Questa  proposizione  è  ovvia  quando  i  due  elementi  che  si  traspon- 
gono sono  contigui.  In  tal  caso,  infatti,  la  trasposizione  crea  o  di- 
strugge un'inversione,  e  quindi  il  numero  totale  delle  inversioni 
cambia  di  parità.  Basterà  dunque  dimostrare  che  ogni  trasposizione 
equivale  ad  un  numero  dispari  di  trasposizioni  fra  elementi  contigui. 
Ora,  se  fra  a  e  p  trovansi  interposti  v  elementi,  la  trasposizione  (a  p) 
si  può  eseguire  portando  a  dopo  ciascuno  di  questi  elementi,  scam- 
biando poi  fra  loro  a  e  p,  e  finalmente  portando  p  successivamente 
innanzi  a  ciascuno  dei  v  elementi.  In  tal  modo  si  eseguono  2v  4-  i 
trasposizioni  fra  elementi  contigui,  cioè  (ap)  equivale  sempre  ad  un 
numero  dispari  di  simili  trasposizioni. 

7.  È  facile  vedere  che  le  permutazioni  pari  di  n  elementi  sono 
in  numero  ugtuile  a  quello  delle  permutazioni  dispari.  Infetti, 
quando  in  tutte  le  permutazioni  di  n  elementi  si  traspongono  due 
elementi  determinati,  si  riproducono,  in  altro  ordine,  tutte  le  n/  per- 
mutazioni; ma  le  permutazioni  pari  si  cambiano  in  dispari,  le  dis- 
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)ari  in  pari.  È  dunque  necessario  che  il  numero  delle  une  sia 
iguale  a  quello  delle  altre. 

8.  Risulta  altresì  dal  §  6  che  una  permutaxione  cambUi  o  con- 
ìerva  la  sua  classe,  per  effetto  d'una  sostituitone  qualunque,  se- 
ymdo  (Ae  dispari  o  pari  è  il  numero  delie  trasposiziont,  in  cui 
a  sostituirne  stessa  è  scomponibile.  Da  ciò  segue  che  una  sosti- 
uzione  equivale  sempre  ad  un  numero  pari  o  sempre  ad  un  numero 
iispari  di  trasposiziont,  e  si  perviene  così  alla  classificazione  delle 
lostituzioni  in  pari  e  dispari. 

9.  La  rappresentazione  per  cicli  ha,  &^  varii  vanta^^i,  anche 
juello  di  lasciar  subito  vedere  se  la  sostituzione  è  pari  o  dispari, 
nlatti,  se  i  v  cicli  d'una  sostituzione  racchiudono  n  elementi,  e  sìa 
Ir  il  numero  degli  elementi  del  ciclo  r™°,  essa  equivale,  in  virtii 
lei  §  5,  a 

(n,-l)  +  («,-l)  + +  («,_i)  =  «_v 

xasposizioni.  Quindi  si  può  dire  che  una  sostituzione  è  pari  o 
iispari  secondo  che  il  numero  dei  suoi  cicli  ha  la  stessa  parità 
y  parità  diversa  da  quella  del  numero  degli  elementi  racchiusi 
tei  cicli  stessi.  Per  esempio,  la  sostituzione  (14)(736)(3589)  è  pari, 
perchè  il  numero  dei  suoi  cicli,  vale  a  dire  3,  è  dispari  come  9, 
lumero  degli  elementi  contenuti  nei  cicli. 

10.  Offni  sostituzione  pari  è  scomponibile  fr»  sostUuzionf  circo- 
ari  di  tre  elementi.  Poiché  t^i  sostituzione  pari  è  scomponihile 
n  coppie  di  trasposizioni,  basta  Tar  vedere  che  una  coppia  di  tras- 
wsizioni  equivale  sempre  ad  una  o  più  sostituzioni  circolari  di  tre 
ilementi.  Ora,  se  le  trasposizioni  hanno  un  elemento  comune,  si  ha 
iubito 

(aP)(aT)=(apT); 

mi,  valendosi  di  questa  osservazione,  si  può  scrivere 

(aP)(T&)  =  Cap)(aT)(Ta)(TÌ')  =  («pT)(Taò): 
1  teorema  è  dimostrato.  Si  noti  che,  inversamente,  una  sostituzione 
componibile  in  cicli  di  tre  elementi  è  necessariamente  pari,  giacché 
lari  son  tutte  le  sostituzioni  che  la  compongono. 
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n.  MATRICI  E  DETERMINANTL 


1.  n  quadro 


^oi  a««  a 


^81 


"St 


i3 
13 
SS 


As» 


tìtaii    (Imt    dmS (Zmt 


contenente  m  successioni  di  n  numeri,  dicesi  matrice.  Si  distingue 
la  matrice  qtuzdrata  dalla  re^tow^otor^  secondo  che  ?n=n  o  7n=4=n. 
Determinante  ò  lo  sviluppo  d*una  matrice  quadrata,  fatto  secondo 
la  legge  che  siamo  per  dichiarare.  Posto 


D  = 


Oli    «48 
«21    «22 


«In 
«2n 


^1  a,at «f 


il  numero  n  dicesi  ordine  del  determinante,  ed  il  valore  di  2)  si 
ottiene  sommando  tutti  i  prodotti  che  si  possono  formare  con  n  ele- 
menti della  matrice,  prendendone  un  solo  per  ogni  orizzontale  ed 
un  solo  per  ogni  verticale,  e  dando  il  segno  -4-  o  il  segno  —  a 
ciascun  prodotto,  secondo  che  le  due  permutazioni  formate  dagli 
indici  delle  orizzontali  e  delle  verticali  appartengono  alla  medesima 
classe  o  a  classi  diverse.  In  altri  termini,  sQi^i^...in  ^jJt  -  J«  sono 
due  permutazioni  qualunque  dei  primi  n  numeri  interi,  si  ha 

essendo  r  ed  ^,  rispettivamente,  1  numeri  delie  inversioni  delle 
permutazioni  considerate.  Per  giustificare  questa  definizione  è  d'uopo 
iar  notare  che  il  segno  di  ciascun  termine  non  varia  quando  si 
altera  Tordine  dei  fattori.  Ed  infatti  ogni  sostituzione  eseguita  sulle  a 
si  ripete  identicamente  sulle  /  e  sulle  J,  cosicché  le  permutazioni 
iii^,,.in  &  JiJt" 'jn  simultaneamente  cambiano  o  conservano  la  loro 


classe.  In  altri  termJBi  i  aumeri  r  ed  s  simultaneamente  cambiano 
o  conservano  la  loro  parità,  cioè  r-\-s  resta  sempre  pari  o  sempre 


Per  calcolare  D  possiamo  dunque  disporre  i  secondi  indici  in 
le  crescente,  e  scrivere 


Z)=2(-l)'aya,,,a^...a 


i  brevemente  si  suole  scrivere 

D=j   +a,,a„a,,...a„  , 
L^  — 

dendo  cbe  i  primi  o  i  secondi  indici  si  permutino  fra  loro  in 
i  modi,  dando  ai  prodotto  il  segno  +  o  il  segno  —  secondo 

la  corrispondente  permutazione  è  pari  o  dispari.  Per  esempio, 

3  parte  del  determinante  i  termini 
fli,  a,,  Oj, . . .  a„     ,     ( —  l^""'~"a,i  a^~\ìa^~ta--  .au- 

i  elementi  che  compongono  il  primo  di  questi  termini  si  dicono 

■rtpali  0  situati  sulla  diagonale  principale.  Quelli  cbe  compon- 
l'altro  appartengono  alla  seconda  diagonale.  In  tutto  si  hanno 

irmini,  metà  col  segno  -)-,  metà  col  segno  — ,  come  subito  ri- 
da cose  dette  precedentemente  (I,  1,  7). 

Esempili  II  determinante  di  sectHido  ordine  ò 


applicazioni  occorra  spesso  di  dover  coosiderare  determinanti  di  terzo  ordine, 
Bvilnppo  bì  ottiene  heilmente  mediante  h^rigoìa  di  Sarrus:  —  moltìpli- 
in.  loro  gli  elementi  aituati  ai  rertici  di  ciascan  triangolo  cella  figura 


)ri>dotti  91  aggiungano  al  prodotto  degli  elementi  principali.  Si  ottengono 
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cosi  i  tre  tennini  positivi  dello  syiluppo,  mentre  i  termini  negativi  si  deducono 
in  modo  analogo  dalla  fignra  destra: 

bi  &2  Ò3 

Ci    Cj    C| 

Ciò  si  dimostra  osservando  che,  fra  le  permutazioni  di  tre  elementi  123,  231, 
312,  321,  213,  132,  son  pari  le  prime  tre,  dispari  le  altre. 

4.  Dalla  definizione  posta  nel  §  1  si  deducono  immediatamente 
le  principali  proprietà  dei  determinanti.  Immaginiamo,  per  esempio, 
che  le  verticali  si  permutino  fra  loro,  in  modo  che  il  determinante 
si  cambii  in 


D'  = 


«Ul  «V, «v. 


««i^  «2/, 


^v. 


«.^i^j 


fln/ 


Per  quanto  si  è  detto  nel  §  2  lo  sviluppo  del  nuovo  determinante 
si  ottiene  estendendo  la  somma 

^  =  2  (- 1)'  «v.  fly»  «V,  •  •  •  «V, 

a  tutte  le  possibili  permutazioni  dei  primi  indici.  Similmente  si  può 
sviluppare  D  disponendo  i  secondi  indici  nell'ordine  ^'4^2.  ..^'m 
permutando  poi  soltanto  i  primi  indici,  dimodoché 

cioè  D  =  { —  ly  zy.  Adunque  una  sostituzione  fra  linee  parallele 
non  altera  il  valore  assoluto  del  determinante^  ma  ne  cambia  il 
scarno,  o  lascia  invariato  anche  il  segno,  secondo  che  la  sostitu- 
zione è  dispari  0  pari.  In  particolare,  è  lecito  trasporre  due  linee 
parallele  cambiando  il  segno  del  determinante. 

5.  Altra  notevole  proprietà  è  questa  :  se  si  moltiplicano  tutti  gli 
elementi  d'una  linea  per*  uno  stesso  numero,  il  determinante  è 
moltiplicato  per  questo  numero.  Infatti,  siccome  ogni  termine  dello 
sviluppo  contiene  un  elemento  ed  un  solo  di  quelli  che  si  moltipli- 


cano  per  h,  è  cbiaro  che  l'intero  sviluppo  resta  moltiplicato  per  k. 
u^icolare  si  osserTi,  per  S= — i.cìiestpttò  cambiare  U  segno  a 
'.  ffU  elementi  d'una  linea,  cambiando  il  seffno  del  determinante. 

£  nullo  ogni  determinante  con  linee  parallele  equivaientt. 

orizzontali  o  due  verticali  si  dicono  Identiche  o  equivalenti 
ido  gli  elementi  dell'ima  sono  ordinatamente  uguali  o  propor- 
ali  a  quelli  dell'altra.  Moltiplicando  il  determinante  per  un 
'eniente  fattore  si  può  sempre  (ar  «  che  le  due  linee  siano 
tiche,  dimodoché  trasponendole  non  si  rechi  alcun  cambiamento 
determinante  dato.  D'altronde  à  noto  (§  4)  che,  per  effetto  della 
posizione,  D  si  cambia  in  —  D.  Dunque  i>  =  —  B,  poi  D  =  Q. 

Un  determinante  ai  può  scomporre  in  una  somma  di  detenni- 
ì,  scomponendo  anali^mente  in  parti  gli  elementi  d'una  stessa 
i.  Si  ha,  per  esempio, 


;.+a    a,    a. 


e,  +  T     Ct 


a^    a,    a. 


<h    a. 


e,    e, 


&  si  deduce  immediatamente  dal  fatto  che  ogni  termine  contiene 
elemento  ed  un  solo  di  quelli  che  si  vogliono  scomporre  in  parti. 
x>i  si  tien  conto  del  precedente  paragrafo,  si  vede  subito  che 
si  aitera  il  valore  i^'un  detenninante  quando  agli  elementi 
VI  linea  si  aggiungono  i  corrispondenti  elementi  d'una  linea 
uUela,  moU^licaU  per  un  numero  qualunque. 
.  I  determinanti  che  si  ottengono  da  una  matrice  combinando 
utti  i  modi  un  certo  nomerò  di  orizzontali  con  un  egual  numero 
erticali  si  dicono  contenuti  in  quella  matrice.  Determinanti 
ygiori  son  quelli  che  hanno  l'ordine  più  elevato,  minori  sono 
i  gli  altri.  Si  chiama  poi  caratteristica  d'una  matrice  l'ordine 
Simo  dei  determinanti  non  nulU,  contenuti  nella  matrice  stessa, 
esempio  la  matrice 

0        e    — &     6  —  e 
—  e        o        a     e  —  a 

b    —a       0    a  —  6 
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ad  elementi  non  tutti  nulli,  ha  la  caratteristica  2,  perchè  i  suoi 
determinanti  maggiori  sono  uguali  a  zero,  mentre  non  sono  tutti 
nulli  i  determinanti  del  secondo  ordine  in  essa  contenuti. 


m.  DETERMINANTI  MINORI. 


1.  Fra  i  minori  determinanti  contenuti  nella  matrice  del  deter- 
minante D  consideriamo 

Quando  i^  =Ji ,  i^  =^"j ,...,/?  =ji ,  il  minore  dicesi  principale  : 
ì  suoi  elementi  principali  appartengono  alla  diagonale  principale 
del  determinante  maggiore.  Per  minori  conjuffati  si  vogliono  inten- 
dere due  minori  tali  che  le  orizzontali  delFuno  abbiano  gli  stessi 
indici  delle  verticali  delFaltro,  e  viceversa:  è  conjugatoa  sé  stesso 
ogni  minore  principale.  In  particolare,  ogni  elemento  si  può  riguar- 
dare come  un  minore  del  primo  ordine  :  sono  fra  loro  coniugati  gli 
elementi  a^  ed  aji  ,  ed  è  conjugato  a  sé  stesso  ogni  elemento  prin- 
cipale au  . 

2.  Il  minore  Q  si  può  considerare  come  risultante  dal  determi- 
nante D  mercè  la  soppressione  d*un  certo  numero  di  orizzontali  e 
d*un  egual  nìimero  di  verticali.  Se  invece  si  sopprimono  in  D  le 
linee  che  concorrono  a  formare  0,  si  ottiene  un  minore  &,  del- 
l'ordine n  —  V.  Q  e  Q'  diconsi  minori  complementari:  Q  è  il  com- 
plemento di  <y,  e  viceversa .  Si  chiama  poi  complemento  algebrico 
di  &  il  complemento  ordinario  Q,  preso  col  suo  segno  o  col  segno 
opposto  secondo  che  la  somma  degli  indici  di  tutte  le  linee  che 
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concorrono  alla  sua  formazione  è  pari  o  dispari.  In  altri  termini, 
mentre  &  ha  per  complemento  ordinario  Q,  il  suo  complemento 
algebrico  è  ( — ifo,  ponendo  per  brevità 

Si  noti  che,  se  a'  è  il  numero  analogo  per  Qf,(S-\-<f  rappresenta 
la  somma  degli  indici  di  tutte  le  orizzontali  e  di  tutte  le  verticali 
del  determinante  maggiore,  cioè 

a  +  a'  =  2(14-2-f3  +  .-.  +  w). 

Ne  segue  che  a  e  (f  hanno  la  stessa  parità,  e  però  uno  stesso 
segno  deve  attribuirsi  a  due  minori  complementari  per  renderli 
algebrici,  vale  a  dire  che  il  complemento  algebrico  di  Q'  è  Q  o 
—  Q,  secondo  che  quello  di  Q  è  Q'  o  — 0'  rispettivamente.  In  par- 
ticolare, il  complemento  algebrico  d'un  elemento  a^  altro  non  è 
che  il  determinante  ottenuto  sopprimendo  in  D  la  ir^  orizzontale 
e  la  i*"**  verticale,  e  prendendo  il  risultato  col  suo  segno  o  col 
segno  opposto  secondo  che  i  %  j  hanno  la  stessa  parità  o  parità 
diverse. 

8.  Laminai  II  prodotto  d'un  minore  pel  suo  complemento 
algeìyrico  è  parte  del  determinante  maggiore. 

Ogni  termine  del  prodotto  si  ottiene  moltiplicando  un  termine 
di  Q  per  un  termine  di  Q',  e  dando  ancora  al  prodotto  il  coeffi- 
ciente ( —  1)*^.  Considerato  in  valore  assoluto,  questo  prodotto  par- 
ziale è  un  termine  di  Z),  perchè  formato  da  v.+  ln  —  v)  =  n  ele- 
menti, che  appartengono  a  linee  tutte  diverse.  I  primi  indici  formano 
una  permutazione  dei  numeri  1,2,  3, ...  ,n,  spezzata  in  due  parti. 
Se  queste  presentano  rispettivamente  r  ed  r*  inversioni,  e  se  5  ed  ^ 
sono  i  numeri  analoghi  per  la  permutazione  dei  secondi  indici,  il 
segno  del  termine  prodotto  è  dato  da 

(— 1)'*  +  '^ (— 1)'-+-*' .(— 1)*^  =(— !)'•  +  '•'  +  •■+-«'+'. 

Vogliamo  far  vedere  che  questo  appunto  è  il  segno  che  compete 
al  termine  prodotto,  considerato  come  appartenente  al  determinante 
maggiore.  Ora,  il  numero  delle  inversioni  nella  permutazione  dei 


—  11  — 

primi  indici  è  evidentemente  uguale  alla  somma  dei  numeri  /*  ed  r' 
delle  inversioni  delle  due  permutazioni  parziali  di  v  ed  n  —  vele- 
menti,  più  il  numero  €  delle  inversioni  che  gli  elementi  della  prima 
permutazione  parziale  fanno  con  quelli  della  seconda.  Similmente, 
il  numero  delle  inversioni  nella  permutazione  dei  secondi  indici  è 
5-r^  +  il>s<^nèil  numero  delle  inversioni  che  i  primi  v  ele- 
menti formano  con  tutti  gli  altri.  Il  segno  cercato  è  dunque  dato 
da  (— l)^H-r'+»-hs'-4-6+ti^  D'altra  parte  si  è  visto  (I,  2)  che 

€  =  ^i  +  ^2  +  -.-  +  ^.-|v(v  +  l)    , 

n=ii+Ì2  +  -"+À  — 2 v(^  +  ^)  • 

Ne  segue  €  +  n  =  cJ  —  v(v  +  l).  Dunque,  osservando  che  v  (v  + 1) 
è  sempre  pari, 

4.  Teorema  i  Ogni  determinante  è  uguale  alla  somma  di  tutti 
i  minori  contenuti  in  v  linee  parallele,  moltiplicati  pei  rispettivi 
complementi  algebrici. 

Per  ciò  che  si  è  detto  precedentemente,  i  termini  ottenuti  in  tale 
moltiplicazione  appartengono  al  determinante.  É  poi  evidente  che 
son  tutti  fra  loro  diversi,  e  resta  soltanto  da  far  vedere  che  il  loro 
numero  è  appunto  n!  per  dimostrare  che  non  vi  possono  essere  nel 
determinante  considerato,  supposto  di  n'^  ordine,  altri  termini  oltre 
quelli  che  provengono  dairindicata  moltiplicazione.  I  minori  di 
v*^  ordine,  formati  con  le  v  linee,  sono  evidentemente  in  numero 
eguale  a  quello  delle  comi)inazioni  (*)  di  n  cose,  prese  v  a  v  :  cia- 
scuno di  essi  consta  di  v!  termini,  mentre  il  corrispondente  com- 
plemento algebrico  ne  ha  (n  —  v)! ,  dimodoché  si  hanno  in  tutto 

n! 

V  !  (w  —  v)  !  -T7 rr  =  n!  termini. 

^  -^    V  I  (w  —  v)  1 

5.  Corollario  i  Ogni  determinante  è  uguale  alla  somma  dei 


(*)  BAI.TZBR,  Elementi  di  Matematica  (trad.  Cremona,  2«  parto,  %  25). 
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prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  tutti  gli  elementi  d'una 
linea  pei  rispettici  complementi  algèbrici. 
In  altri  termini,  se  a^  è  il  complemento  algebrico  di  a^  ,  si  ha 

2>  =  a<4  a<4  +  Oi,  a»5  +  ^s  «^3  + +  «••  cu  , 

qualunque  sia  i.  Si  suole  scrivere  brevemente 

D  =  2,  ^'^  ^  • 

r  =  l 

6.  Invece  è  nulla  la  somma  dei  prodotti  di  tutti  gli  elementi 
d'una  linea  pei  complementi  algebrici  dei  corrispondenti  eletnenti 
di  ogni  altra  linea  parallela.  Infatti  la  somma 

«Ù  Oiji  +  «12  a,t  +  Oij  0,8  + +  am  Cljn 

rappresenta  lo  sviluppo  del  determinante  2),   dopo  che  nella  sua 

matrice  si  son  sostituiti  gli  elementi  0.^,0^1^, a»,,... ad  a^,,a^2>^3> ••• 
rispettivamente.  Il  determinante  cosi  ottenuto  ha  due  linee  paral- 
lele identiche,  e  però  (II,  6)  è  nullo.  Dunque 

ra=n 

7.  Dimostriamo,  per  finire,  un'altra  importante  formola,  che  ci 
sarà  spesso  utile  in  seguito.  Llnsieme  dei  termini,  che  nello  svi- 
luppo di  D  contengono  un  dato  elemento  ar» ,  è  an  tir»  :  ciò  risulta 
dal  §  5.  Ogni  altro  termine  dello  sviluppo  contiene  sempre  un  ele- 
mento della  r*^  orizzontale  ed  un  elemento  della  s*^  verticale, 
tranne  a„.  Siano  drj  eà  Où  ì  detti  elementi;  essi  formano,  con  an 
ed  a^,  il  minore 

aij     flù    =  a»j  ars  —  ^  Of? 

arj       Or» 

che  nello  sviluppo  di  D  trovasi  moltiplicato  (§  4)  pel  corrispondente 
complemento  algebrico  a^^ ,  dimodoché  —  a«y  è  il  coefficiente  di  a»  Orjy 
e  sì  ha 


2 
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dove  ad  i  debbonsi  attribuire  i  valori  i,2,3,...,n,  tranne  r,  e 
ad  J  gli  stessi  valori,  tranne  s.  Importa  inoltre  osservare  che  a^j-  si 
può  considerare  come  il  complemento  algebrico  di  Otj ,  preso  in  0,4  in- 
vece che  in  D. 


IV.  ESEBGIZn  SUL  CALCOLO 
DEI  DETERMINANTI. 


1.  Balle  proprietà  dimostrate  negli  ultimi  due  oapitoli  risaltano  regole,  che 
permettono  di  calcolare  rapidamente  nn  determinante  dato.  Moltiplioando  per 
numeri  convenienti  le  diverse  linee,  e  sottraendone  una  di  queste,  si  &ccia  in 
modo  che  tutti  gli  elementi  d*una  linea,  tranne  uno,  siano  nulli.  Allora  il  de- 
terminante si  riduce  (IH,  5)  al  prodotto  dell'elemento  non  nullo  pel  suo  comple- 
mento algebrico.  È  anche  utile  osservare  che,  quando  tutti  gli  elementi  situati 
da  una  parte  della  diagonale  principale  sono  nulli,  il  determinante  si  riduce  al 
prodotto  degli  elementi  principali. 


2.  Sia  dato  a  calcolare 


1>  = 


a 

b 

e 

d 

d 

a 

b 

e 

e 

d 

a 

b 

b 

e 

d 

a 

Alla  prima  verticale  si  aggiangano  tutte  le  altre,  si  metta  in  evidenza  il  fattore 
a-^-b-^-e-^-d,  poi  fi  sottragga  la  prima  orizzontale  dalle  seguenti.  Si  ottiene 


2>c=(a  +  6  +  c  +  d) 


1 

b 

e 

d 

1 

a 

b 

e 

1 

d 

a 

b 

1 

e 

d 

a 

=  (a  +  6  +  c  +  (0 


a — 6  b — e  e— d 
d — b  a — e  b—d 
e — b    d—e   a— d 


Aggiungendo  alla  prima  Tultima  verticale,  nel  nuovo  determinante,  poi  mettendo 
in  evidenza  il  fattore  a  —  b  -^c^d,  e  finalmente  sottraendo  Tultima  orizzon- 
tale dalla  prima,  il  nuovo  determinante  diventa 


(a^h  +  c  —  d) 


1   6  — e    e — d 

0  a— e    b—d 

1  d — e    a — d 


=  (a  — 6  +  <j  — i) 


6  — d    e  — a 
a — e    b  —  d 


Dunque 


2)  =  (a  +  6  +  c  +  d)(a  — 6  +  c  — i)[(a— c)«  +  (6  — d)»]. 


8.  AggioDgendo  in 


—  U  — 


D=  a  h  e  d 
bade 
e  d  a  b 
d  e  b  a 


la  prima  verticale  a  tatte  le  altre,  si  vede  sabito  che  il  determinante  D,  evi- 
dentemente ugnale  ad  un  polinomio  di  4**  grado  in  a,  b,  e,  d,  ha  il  fattore 
a -{- b -\- e -\- d.  Se,  prima  di  fare  Tindicata  operazione,  si  cambiano  ì  segni  delle 
nltime  dae  verticali  e  delle  ultime  due  orizzontali,  si  ottiene  il  fattore  a-\'b — e — d, 
ed  in  modo  analogo  si  trovano  i  fattori  a—b-^c  —  d,  a-^b  —  c-^d.  Poiché  D 
è  di  4®  grado,  esso  non  può  differire  dal  prodotto  di  questi  quattro  fattori  se  non 
per  nn  coefficiente  numerico  k,  il  cui  valore  si  calcola  paragonando  un  termine 
qualunque  del  prodotto^  per  esempio  a*,  col  termine  corrispondente  di  D,  evi- 
dentemente uguale  ad  a*.  Dunque  A;  =s  1  ;  poi 

2)  =  (a  +  6  +  c-hrf)(a-f6  —  e  —  (l)(a  —  ò  +  c  —  (i)(a  —  6  —  c  +  <f). 
4.  Dicesi  determinante  di  Vandermonde  il  determinante 


D  = 


1    flj    a^ 
1    a,   al 


a. 


_«— 1 


a. 


1    a^   a^ a. 


.n-l 
2 

«-1 
3 


1s 
a     a 

n       n 


a 


n-l 


Si  vede  subito  che  D  è  nn  polinomio  di  grado 

1  +  2  +  3  + +(„_i)  =  ^„(„_i) 

in  ai  ,0,, . . .  yOn.  Quando  si  suppone  Oi  =  (ij  il  determinante  acquista  due  Unee 
identiche,  e  però  si  annulla.  Il  detto  polinomio  possiede  dunque  il  fattore  ai  —  ay. 

Considerando  tutte  le  possibili  coppie  dì  indici  t  e  j,  si  hanno  -^^i^  —  1)  f&^~ 

tori  Oi  —  a^,  il  cai  prodotto  non  può  differire  da  2)  se  non  per  nn  coefficiente 
numerico  k,  dimodoché 

D  =  A(ai  —  a,)  (a,  —  aj) (aj  —  a»). 

(«y»  — «s) («»  —  «»)■ 

(a„-i  —  Or). 
Per  calcolare  k  basta  osservare  che  questo  è  il  coefficiente  del  termine 


«-1     n-2 
«1         «2 


a 


i»-i 
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nel  polinomio  ottennio  per  moltiplicazione,  mentre   si   vede  che  lo   stesso  ter- 
mine, prodotto  degli   elementi   sitaati   sulla   seconda  diagonale   di   D,   deve 

avere  per  coefficiente  (— l)i*^'*~^^  Dunque  ft  =  (— l)i'*'""^^  Si  usa  scrivere, 
per  brevità^ 

D  =  (-l)è"(«-ijJJ(ar-ar+i)(ar-a,+8) (ar-an). 

É  poi  evidente  che  si  può  anche  scrivere 

D  »=TT(a,  +1  —  Or)  (Or+J  —  Or) («"  —  «r)- 


rasi 


5.  Altri  determinanti  si  riducono  feicilmente  a  quello   di   Vandermonde.    Per 
tempio 


a\    b]    a^\ 


4    ^l    ^tK 


4      *3      «3^2 

ed  al  secondo  membro  si  può  subito  sostituire 


2     t     2 


1 
1 
1 


b  iby 

Oj    Uà/ 

b  (bV 


^al4allb^b]lb^b\lb^b] 
=  (0,63  —  ajòj)  (fifa  ò,  —  a,  63)  (a,  ft,  —  0,6,). 


Similmente  si  ottiene 


sen^a  cos'a  sen  a  cos  a 
sen'p  cos'P  sen  3  cos  p 
86n*T    co8*T    sen  T  cos  T 


=  sen  (P  —  y)  sen  (y  —  o)  sen  (o  —  P). 


6.  Con  le  solite  divisioni  e  sottrazioni  di  linee,  0  pare  con  procedimento  ana- 
logo a  quello  del  §  4,  si  dimostra  che  il  determinante 

aj  ò|    Aj  Ò2    ^1 2>3 a^  bn 

^1  ^S    dg  &2     Q^b^ ci%  bn 

flj  òs    a,  Ò3    a,  63 03  6„ 


«1  ftii    Of  &n    a^bn a«  fef 


ha  il  valore 


«1  &«  (Oj  bi  —  «1  ftg)  (03  &s  —  flj  Ò3) (On  èli-  l  —  fln- 1  ftn). 


7.  Sia 


D 
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Of    X     X X 

X    Og   x.,,,.x 
X    X    a^  . . . ,  X 


X    X    «r .....  dfi 
Da  tatte  le  verticali  si  sottragga  rultima.  Viene 

D=  a^  —  x        0  0 

0         a,  — a;        0 
0  0        a.'-x 


X 
X 
X 


X  —  Or     X  —  a«      X  —  On Or 

Quindi,  mettendo  in  evidenza  i  fattori  a^  —  x^  €l^  —  x,.,.,€^ 
orizzontali,  sì  vede  che  2>  ò  il  prodotto  di  (oi  —  a?)  (Oj  —  a?) . . . 
determinante 

X 


X,  nelle  linee 
(Om— a?)  pel 


1  0 
0  1 
0       0 


0 
0 
1 


tti  — X 
X 

Og  X 

X 

03— « 


1  —1  ~1 


a» 


a»  — a; 
Questo  diventa,  per  Taggianzione  di  tutte  le  orizzontali  all'ultima^ 


1 

0 

0... 

1... 

«v 

-V- 

a^  —  X- 

X 

•  • 

0,  —  X 

0 

0.. 

1  .  •                          ^ 

X 

cu  —  a?    '    ^jOr  —  X 


Gli  elementi  sottoposti  ai  principali  son  tutti  nulli,  e  però  Tnltimo  determinante 
si  riduce  al  prodotto  degli  elementi  principali,  quindi 


poi 


D  =  a;  (a.  —  x) (flo  —  a;) . . .  {a„ — x)  (  — 1 1 1-. . «H ) . 

^  *        ^  ^  *        ^       ^  ^  \  a?  "^  ai  —  aj  '  0,  —  a?   '         '  a»  —  «y 
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8.  Dato  un  detennìnante  D,  è  fàcile  calcolare  (II,  7)  il  determinante  D{x) 
costraito  agginngendo  x  a  tutti  gli  elementi  di  B,  cioè 


D(«)  = 


^11  +  ^    a,2  +  ^ «ifi  +  a; 

eisi-f-a;    «82  +  ^ «jn  +  a? 

«•1  +  ^     Oiu  +  a? Ofm  +  X 


Il  determinante  che  si  ottiene  prendendo  le  sole  prime  parti  degli  elementi  è  2>. 
Se  nella  prima  verticale  soltanto  si  prendono  le  seconde  parti  degli  elementi,  si 
trova  il  determinante 


X   a« 
X    «a 


«in 


X    an% 


Otm 


=  «(aii  +  a»i  + +  a»i)- 


Facendo  lo  stesso  per  tutte  le  altre  verticali  si  ottiene,  sommando,  il  prodotto 
di  X  per  la  somma  dei  complementi  algebrici  di  tutti  gli  elementi  di  D.  Quando 
in  due  o  più  verticali  si  prendono  le  seconde  parti  degli  elementi,  si  hanno  de- 
teiminanti  a  verticali  identiche.  Questi  sono  nulli,  e  però 


n 

i>(a;)  =  2)  +  a?  Va.,. 


».j 


In  particolare,  se  in  D  tutti  gli  elementi  sono  nulli,  tranne  i  principali  a^, 
€4 , . . . ,  On,  il  determinante  Oìj  è  nullo  per  i=^j,  ma  per  %=j  si  riduce  al  pro- 
dotto dei  proprii  elementi  principali,  cioè  allo  stesso  D  divìso  per  Oi,  Dunque 


a^-\-x        X 
X       Os-j-aJ 


X 
X 


X 


X 


On  +  X 


=  ^  Al  a^ . . .  Ofi 


i+i+i+...+i 


X 


(l« 


On 


Basta  cambiare  ogni  Oi  in  a«  —  a;  per  ritrovare  il  risultato  del  paragrafo  pre- 
cedente. 

9.  In  modo  analogo  si  calcola  il  determinante  ottenuto  aggiungendo  x  ai  soli 
elementi  principali  di  D,  Se  con  a^  indichiamo  la  somma  di  tutti  i  minori  prin- 
cipali di  2>,  dell'ordine  v,  vediamo  subito,  scrivendo  aij-t-0  al  posto  degli  ele- 
menti non  principali,  che 


flii  +  « 


a 


la 


►m 


«21      «M  +  a; flj» 

««1  On»      «im  +  aj 

CssÀBO,  Analigi  algebrica 


=  D  +  a;an-j+ic'<Tn-2  + +a:«-^al  +  «^ 


2 
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10.  Per  calcolare 


D  = 


«o  +  «i  «1  ^  ^ 

0  a,        (h  +  fh         <h 


0 
0 
0 
0 


0 


0        .  .  .On-i-^-On 


si  sottragga  la  prima  verticale  dalla  seconda,  poi  qaesta,  già  modificata,  dalla 
terza  ;  ecc.  Si  ripetano  qaeste  operazioni  salle  orizzontali,  e  si  cambiino  i  segni 
in  tntte  le  linee  di  posto  pari.  Allora  D  assnme  la  forma  del  determinante  cal- 
colato in  fine  del  §  8,  a  parte  il  cambiamento  di  re  in  Oq.  Danqne 

11  AlFnltimo  risultato  si  perviene  anche  svilappando  il  determinante  secondo 
gli  elementi  delVultima  orizzontale  e  deU^nltima  verticale  (III,  7).  Se  il  deter- 
minante proposto  si  rappresenta  con  Dn,  si  ottiene  subito 

D„  =  (an-i  +  a„)2)n-i  — ai-i  2>«-i. 
A  questa  relazione  si  può  dar  la  forma 

2)«  — a„2>n-i  =  a»-.i(2>»-i— On-iD.-t)- 
Ora,  cambiando  n  in  n  —  l,n  —  2,.  ..,4,  3,  ed  osservando  che 

si  trova  per  moltiplicazione 
ovvero 

Dn Dn-i  ^  I 

OqUiCI^.  .  .On        aotti  Oi  .  .  .Ofi  — f        Oli 

Finalmente,  se  si  cambia  n  in  n  —  l,n  —  2,.  ..,3,  2,  si  ottiene,  sommando, 

aoaias...an       th^      (h      <h  On 

12.  Diconsi  continuanti,  perchè  si  connettono  allo  studio  delle  frazioni  con- 
tinue (*),  ì  determinanti  che  hanno  gli  elementi  nulli,  ad  eccezione  di  quelli 
appartenenti  alle  due  linee  parallele  e  contigue  alla  diagonale  principale,  i  quali 
hanno  i  valori  1  e  —  1 ,  e  degli  elementi  principali,  arbitrarli.  Indicheremo  con 


(*)  Baltzbb,  elementi  dì  Matematica  (trad.  Cremona,  £a  parte,  %  30). 
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i<^i<h^ ^)  ^^  continuante  individaato  dai  valori  «],  a^, . . . ,  an,  attribuiti  agli 

clementi  principali,  cioè 


(ai 0,03.  ..a«) 


ai       1      0 
—  1         0,    1 

0    —1      03 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 


0      0 
0     0 


..  On-i     1 
-1  a. 


Syilappando  questo  determinante  secondo  i  minori  contenati  nelle  prime  v  Ter- 
ticali  (m,  4)  si  ottiene  facilmente 

<a,a,...a»)  =  (a|a,...a,)(av+iay+8...a»)  +  (a,a,...a,-i)(ay+,a,4.3...a»).   (1) 

In  particolare 

(a,a,...an)  =  ai(aja,...a»)  +  (a3a4...a»)  ,  (2) 

(aia4...an)  =  a»(aia2...an-i)  +  (fli<*a-«'a»-2).         (3) 

Dalla  (8)  risulta  la  legge  di  formazione  d'un  continuante  qualunque.  Basta  to- 
gliere, in  tutti  i  modi  possibili,  da  a^  o^  a3 a^  tutte  le  coppie  di  elementi 

contigui.  Così,  per  formare  {aiOt^zCiiCii),  bisognerà  da  a,  03(1304  a,  togliere  suc- 
-cessiyamente  0^01,0304,0203,  a^c^f  poi  a^a^  ed  ct^a^y  a^a^  ed  OiOi,  0304  ed 

iii  a^.  Si  ottiene 

• 

(a,  0,030405)  ==  010,030405  +  aiOj03  -f-  010,05+010408  +  030405  +  01  +  03+05. 
È  poi  facile  riconoscere,  osservando  (2),  che  si  ha 


«l  =  («l)  .    «1  +  -=^ 


<h 


{<h) 


'   "*^       .1         (a,a.)    ' 


«sH — 
03 


In  generale 


«1  + 


1 


<h  + 


1 


«8  +  . 


(Ol  Og  03  . . .  On) 
(O,  O3 . . .  On) 


18.  Si  consideri,  in  particolare,  il  continuante 


«„  = 


1       1      0 

—  1       1      1 

0  —1       1 


0 
0 
0 


La  relazione  (8)  dà 


0      0 1 


t*n  =  Un-i+t«n-8, 


(4) 


e  moatn  coal  che  ogni  tennine  della  mccesdane  ti,,Ut,Vj, è  ognale  a11& 

somma  dei  dae  tennini  ebe  lo  precedano.  I  Talari  delle  u  sono  doDqoe 

1,  2,  3,  5,  8, 13,  21,  34,  55,  89.  IM,  233 

Questa  Baccesnooe  porta  il  nome  di  eerie  di  Fibonacci  (*).  Essa  è  dotata  di 
intereataiiti  proprietà  {**),  alcane  delle  qaali  si  dedacono  immediatameote  dalle 
OMerTaiioni  del  precedente  paragrafo.  Per  esempio,  la  relaiìone  (1)  dà 

ed  ÌD  particolare  n,,  =  u*  -|~  «;_ , ,  eìoè  la  sernma  dei  qoadrati  di  dae  termini 
consecotiTi  appartiene  alla  saecewìane;  eoe  Per  avere  il  «alore  di  m.  si  ponga 

"-i(l  +  l'5),f>-i(l-l-?)> 

soD  qaeate  le  radici  dell'equazione  x*  —  x  —  1  =a  0.  Si  riconosce  labito  che  à 
pai)  identicamente  soddisbre  alla  (4)  prendendo 

con  a  e  b  indipendenti  da  n.  Qoesti  nameri  bì  determinano  mediante  le  condi- 
lioni  iniziali  u_i^O,Wg=l.  le  quali  esigono  che  sia 


Si  noti  cbe  u.  rappresenta  anche  il  numero  dti  termini  d'un  continoante  di 

n*™  ordine.  Questo  numero  è  dunque 


1  fn  +  l  )   ,-(n+l)»(n-l)  ,  ^^  (n  + I)n(«- 1)  (n-2}  (*.-3) 
1.2.3.4.5 


,      .     +" rXS +  ^ 1.2.3.4.5 +-|' 

per  metterne  in  evidenza  il  carattere  di  numero  intero,  si  pnò  anche  esprì- 


I   (r.-3)(n-4}(«-5) 

^  1.2.3  ~ 

(')  Liber  Abbnel.  Vadi  la  Rtchirchti  di  E.  Lucia  nal  Bolléilino  bibUogra/Sco  di  B.  BaM- 
ooupiGKi  (Roma,  UTI). 
C)  Vedi  una  camunìcatluna  di  Lamé  all'Acokd,  di  Psrigi  {Complu-nnil'ia,  1SM,  p.  8ST), 
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Y.  MOLTIPLICAZIONE  DELLE  MATRICI. 


1.  Siano  ai,  e  b^  gli  elementi  di  due  matrici  simili,  costituite  cioò 
<ìa  uno  stesso  numero  m  di  verticali  ed  uno  stesso  numero  n  di 
orizzontali  : 


^11    ^U    ^13 


«h 


^«1    ^M   ^83 ^m 


a»l    flwg    Ons (inm 


^l     ^«    ^3 ^l- 

&2i     ^22     ^«3 ^«» 


&nl    &ii«     &fi3 


'nm 


Moltiplicando  gli  elementi  della  f^  orizzontale  della  prima  ma- 
trice per  quelli  che  loro  corrispondono  nella  j'*^*  orizzontale  della 
seconda  matrice,  e  sommando  tutti  i  prodotti  cosi  ottenuti,  si  forma 
Telemento  generale 

Cij  =  ai^  &,i  +  a,g  &J2  +  ^i3  ^J3  + +  ^i»  ^i"»        (^) 

d^una  matrice  quadrata  di  n*^"  ordine: 


C= 


^21    ^«2 


Cin 


Cnl    CnZ C 


nn 


Le  proprietà  che  siamo  per  dimostrare  hanno  fatto  dare  al  de- 
terminante C  il  nome  di  prodotto  delle  due  matrici.  Segue  in  par- 
ticolare da  questa  definizione  che  Tespressione  (1)  è  il  prodotto 
delle  orizzontali  «""•  ed  j"^  delle  due  matrici,  poiché  una  linea 
qualunque  di  elementi  si  può  sempre  considerare  come  una  matrice 
ad  una  sola  linea.  Si  noti  che  la  moltiplicazione  delle  matrici  si  può 
anche  fare  per  verticali  invece  che  per  orizzontali,  dimodoché  si 
hanno,  nel  caso  di  matrici  rettangolari,  due  prodotti  ;  ma  fra  breve 
si  vedrà  che  uno  di  essi  è  sempre  nullo. 
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2.  Teorema  di  Blnet.  C)  Scomponendo  le  e  negli  elementi 
monomii  forniti  dalla  (1),  riteniamo  nella  prima  verticale^  in  d^ ,  il 
solo  termine  fly^&i,^,  essendoj\  uno  qualunque  dei  numeri  1,2,3,. ..,?n. 
Similmente  nella  seconda  verticale  prendiamo  soltanto  a^^&^j  dal- 
l'espressione di  Cij ,  ecc.  Otteniamo  cosi  il  determinante 


«2Ì.&-Ì, 


^njj>ijl     ^nj^^ij^ ^„  \ 


=^b,ib»i,  ..&. 


'iSl  ^« j|  •  '  •  ''♦9, 


«li. 


«'•jj  «njj ^\ 


(2)- 


La  somma  di  tutte  le  espressioni  analoghe,  corrispondenti  ai  di- 
versi modi  di  scegliere  i  numeri  ii,Ì2>---»^«  ^^  ^  primi  m  numeri 
interi,  dà  (II,  7)  il  valore  del  determinante  C.  Si  osservi  che,  se 
due  J  sono  fra  loro  uguali,  il  determinante  (2)  ha  due  verticali 
identiche.  Esso  è  dunque  (II,  6)  uguale  a  zero:  perciò  terremo 
conto  soltanto  di  quei  determinanti  in  cui  i  numeri  ij ,  ^, , . . . ,  jn  sono 
tutti  diversi  fra  loro.  Quando  m<n  ciò  non  può  accadere,  e  si  ha, 
per  conseguenza,  (7  =  0.  Se  m  =  n,  cioè  se  le  matrici  date  rappre- 
sentano due  determinanti  A  e  B,  l'espressione  (2)  equivale  (II,  4)  a 


(—l)'^il^i,•  ••&«>, 


«11    <3Jj2 Uu 

Jj,    flfjj  .  .  . 


A«i     ^oe a^n 


dnl    dfCi « 


nn 


=  {—^)'Ab^j^b^j^...ì)nj^, 


essendo  s  il  numero  delle  inversioni  della  permutazione  J^  J^ ..  .^n- 
Dunque  (II,  2) 

C=^^(-l)'&u,&8i, bni^=AB  . 

Finalmente,  se  m  >  n,  si  può  applicare  Tultimo  risultato  ad  ogni 
sistema  di  n  numeri  diversi,  scelti  fra  i  primi  m  numeri  interi,  e 
si  vede  che  C  è  la  somma  di  tutti  i  prodotti  che  si  ottengono 


{*)  Sotto  la  forma  generala,  qui  data,  il  teorama  è  dovuto  a  Caucbt  {Journal  d«  l'Kcol^ 
polytechnique,  1815). 
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moltiplicando  ciascun  determinante  maggiore  della  prima  ma- 
trice pel  determinante  che  gli  corrisponde  nella  seconda  matrice. 

3.  In  particolare,  se  le  due  matrici  sono  identiche,  si  vede  che 
il  quadrato,  formato  per  orizzontali,  d*una  matrice  di  m  verticali 
ed  n  orizzontali^  è  nullo  se  m<  n,  ed  è  la  somma  dei  qiiadrati 
(U  tutti  i  m/iggiori  determinanti  della  matrice  se  m^n.  Per 
esempio 


'^1   Or%   ^3  •••  ^n 
&1    \     t>3  "-K 


^4    «g 

b,  &2 


+ 


«1    «3 
^1     h 


'  + 


a^  «3 

^8   h 


'+ 


cioè 


=  («4  &4  +  «2  ^,  + . . .  +  an  ì)n?  + 

+  (a,  &g  —  a^  &  J*  +  {a,  ì>^  —  a^  &,)«  +  (a^  &3  —  «g  ft^)*  + 


4.  Quando  dalle  matrici  date  si  staccano  due  matrici  di  v  oriz- 
zontali, sì  riconosce  subito,  moltiplicandole  orizzontalmente,  che  U 
minore  definito  nel  prodotto  per  orizzontali  di  due  matrici  stmUiy 
A  e  By  da  due  serie  di  v  indici,  è  uguale  al  prodotto  delle  ma- 
trici formate  in  A  e  B  dalle  orizzontali  corrispondenti  atte  due 
serie  di  indici.  In  particolare,  se  le  due  serie  di  indici  coincidono, 
se  cioè  il  minore  è  principale  (III,  1),  e  se  inoltre  coincidono  A  e  B, 
si  vede  che,  nel  quadrato  d'una  matrice,  ogni  minore  principale 
è  U  quadrato  d'una  matrice. 

6.  Ancora  suppongasi  che  A  e  B  siano  matrici  quadrate,  e  che 
nel  loro  prodotto  si  consideri  il  minore  x'y ,  complemento  ordinario 
dell'elemento  c^.  Per  calcolare  t'ìì  bisogna  sopprimere  la  f~*  oriz- 
zontale in  Af  la  J"^  in  B,  e  moltiplicare  orizzontalmente  fra  loro 
le  matrici  cosi  modificate.  I  determinanti  maggiori  della  prima 
matrice  si  ottengono  sopprimendo  successivamente  le  n  verticali: 
essi  sono  i  complementi  ordinarli  a'ii,  a'a,...,  a',«.  Analogamente 
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dalla  seconda  matrice  si  deducono  i  determinanti  P'^^ ,  p'y, , . . . ,  p% , 
e  però  si  ha,  in  virtù  del  teorema  di  Binet, 

T'ij=a'ap',i  +  a'aP'i,  +  a'«p'i3  + +  a'«P%. 

Osservando  che  il  complemento  algebrico  d*un  elemento  Oìj  è 

l'ultima  relazione  diventa 

cioè 

Tv  =  0*1  Pii  +  Otf  Pn4-a« Pis  + +  0*»  Pi»  . 

Ck)sl  vediamo  che  i  complementi  algebrici  degli  elementi  di  A,  B,  C 
sono  fra  loro  legati  come  gli  elementi  stessi. 


VI.  ESERCIZn  SULLA  MOLTIPLICAZIONE 

DEI  DETERMINANTI. 

1.  Proponiamoci  di  calcolare  il  determinante  di  Smith 


D  = 


(1,1)    (1,2)    (1,3) (l,n)    , 

(2,1)    (2.2)    (2,3) (2,«) 

(3,1)    (3,2)    (3,3) (3,n) 


(n,l)    (n,2)    (fi,3j (n,ti) 

in  coi  (i ,  i)  rappresenta  il  massimo  comun  divisore  di  i  e  j.  Prima  rammentiamo 
che  si  suole  rappresentare  con  (p{n)  il  numero  degli  interi  primi  con  n  e  nnn 
superiori  ad  n,  e  che  la  somma  dei  valori  di  <p{n\  quando  per  n  si  mettono 
snccessivamente  tutti  i  divisori  di  n,  è  (*)  appunto  n.  Ne  segue  che  {iyj)  si  può 
rappresentare  come  somma  di  tutti  i  valori  di  9(n),  corrispondenti  ai  divisori 
comuni  di  t  e  j,  nel  seguente  modo 

(»  h/)  =  a<i  flit  9  (1)  +  «ia  %  <P  (2)  +  a,3  a,,  cp  (3)  + +  a»,  o^n  <p  (») .    (3) 


(*}  Bàltzbb,  Elemmti  di  Matematica  (trad.  Cremona,  S»  parte,  |  13). 
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prendendo  a^-  ugnalo  all'unità  o  a  zero,  secondo  che  %  è  dmsibile  o  no  per  / 
(dimodoché  si  ha  sempre  oìj^^O  quando  i  <^J),  In  tal  modo  (p(v)  non  entra  nella 
somma  (3)  se  non  quando  v  divide  simultaneamente  %  e  j\  Ne  segue  che  nella 
relazione  (1)  si  può  prendere 

bij  => Oij  q>{j)    ,    Cij=(i,f), 

e  però  D  è  uguale  al  prodotto  del  determinante 

A  = 


1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

•    • 

1 

•   •   • 

0 

•   •    • 

1 

per 


Oli  <P(1)    «u  q>(2) . . . . .  ajn  9  (n) 
«ti<P(l)    «M<P(2) a».<PW 


^(p(l)<p(2) (p(«). 


Oni  <p(l)    a^  <p(2) a„,  (p  (n) 

Del  resto  A,  avendo  nulli  tutti  gli  elementi  situati  da  una  parte  della  dia- 
gonale principale,  sì  riduce  al  prodotto  degli  elementi  principali,  cioè  all'unità. 

Danque 

Ì>  =  <P(1)<P(2)(P(3) (p(n). 

A  questo  risultato  si  può  anche  dar  la  forma 

1  \G]  /2\[5l  /4\G1  /6\[5l/10\tTT] 


''-"[^rardrin  m 


in  cui  [x]  rappresenta  il  mommo  intero  contenuto  in  «^  e  2, 3, 5,  7, 11^ ...  è  la 
sneoessione  dei  numeri  primi. 

2,  Si  formi  il  quadrato  del  determinante  di  Yandermonde  (IV,  4).  In  questo 
è  Oij  =aj*-\  e  però 


r  san 


f  =sn 


dove  si  è  posto 


«p='«i  +  ^  +  «J  +  ---+<- 


Dunque  il  determinante 


8q  8i  8^ 

8i  8^  5g 

8f  8^  84 , 


*fi  —  1 

8n 
«1  +  1 


8n  —  i      8f 


^w-f-l  •  •  •  ^•••-"J 


hs  per  TslofO 
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(a,  —  OjJ'Cai  —  aj«(fl,  — oj^. ....  (a»-|  —  ii,)F. 


Questa  eqffeasìoiie  si  chùunft  fl  discrimÒMnie  delle  quantità  t^ ,  a^,  {n^f  »  »  On. 
Si  noti  die  il  sao  annollamento  è  neoenarìo  e  sufficiente  perchè  non  tatte  le 
quantità  eonsderate  siano  fra  loro  dimise. 

8.  I  determinanti  le  coi  linee  si  deducono  dalla  prima  permutando  ciroolar- 
mente  ^  elementi  che  la  compongono  dieonsi  drcoìoMti,  In  seguito  si  vedrà  che 
Teqnazioiie  af  — 1  =  0  ammette  n  radid  diverse,  Of ,  a,, . . . ,  cu,  fra  le  qoali  è 
sempre  TonitL  Per  troyare  il  Talore  del  circolante 


moltiplichiamolo  per 


i)  = 


«1      «1 


«1 


io. 


«.-li 


A  =  :i 


2 


1    a 


«— 1 


i— 1 


N— 1 


Posto,  per  brevità, 

il  prodotto  di  qnalmiqae  orizzontale  1,  a,  a', . . .  di  A  per  la  prima  orizzontale 
di  Z>  è  f[a),  ed  il  prodotto  della  medesima  orizzontale  di  A  per  la  t****  orizzon- 
tale di  D  è 

a»-i+t  +  a„-»4.3a+ -|-a,,a«-2-fa,a«-i  +  a,o»+ 4-a«-.i4.ia*-S 

ovvero,  osservando  che  a*  =»  1 , 


Dnnqae  si  ha 


i)A  = 


/•(a,)    o^/taj    alfia,) a^-' f{a,) 
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Se  in  questo  determinante  si  pongono  in  evidenza  /(oi) ,  f[a^  f  •  •  •  >  fM  t  f^sta 
appunto  A.  Quiudi  si  ba,  dividendo  per  A  che  nàn  è  (§  2)  nullo, 

^  =  /i;at)/(aa)/(a3) /lon). 

Quando  avremo  appreso  a  calcolare  i  numeri  a,  Tultima  formola  ci  darà  il  valore 
di  qualunque  circolante.  Per  esempio,  per  n  =  4,  già  sappiamo  che  Fequazione 
or  —  1  =  0  ammette  le  radici  àia^  — 1  =  0,  cioè  le  —  1,  e  quelle  di  rc*-f- 1=0, 

cioè  ]/  —  1  e  —  y  —  1.  Dunque  si  ha,  pel  circolante  definito  dagli  elementi  a, 
6,  e,  d, 


f[l)=.a  +  b+c  +  d, 
poi  (cfr,  IV,  2) 


/(y=ì)  =  a-c  +  (6-.t?))/-l. 


a  b  e  d  =(a  +  b  +  c  +  d){a  —  b  +  e  —  d)[{a'-cy  +  {b  —  df\. 

d  a  b  e 

e  d  a  b 

b  e  d  a 

4.  Dato  un  determinante  simmetrico  A ,  cioè  un  determinante  nel  quale  siano 
agoali  fra  loro  gli  elementi  conjagati  (III,  1),  si  rappresenti  con  f{x)  ciò  che 
diventa  A  quando  agli  elementi  principali  si  aggiunge  x.  Sappiamo  (IV,  9)  che 
f[x)  è  un  polinomio  di  grado  n  in  x.  Appresso  vedremo  che  un  tal  polinomio  è 
sempre  annullato  da  n  soli  valori  della  variabile.  La  moltiplicazione  dei  deter- 
minanti permette  di  provare  molto  semplicemente,  come  ha  mostrato  (*}  Sylvester, 
che,  quando  sono  reali  gli  elementi  di  A,  le  n  radici  deUegucusùme  f(x)  =  0 
son  tutu  reali.  Per  questo  basta  provare  che  sono  reali  le  radici  delVequazione 
f[x)fl — a;)  =  0.  Se  Cy  è  l'elemento  generale  del  quadrato  Cdel  determinante  A, 
Telemento  generale  del  prodotto  dei  determinanti  f[x)  ed  f[ — x)  è 

se  t4=i,  ed  è 


4+4+ +(«u+^)(«u — ^)+ +4 

se  »  =  ;'.  Dunque  Tequazione  f[x)f[ — x)  =  0  si  può  scrivere 


^« 


x 


c»^a^ 


'11 


«21 


n 


Cu  . . 


Cln 
Cgn 


=  0, 


Cnl  Cui Ctm  —  Xr 

ovvero   IV,  9) 

C  +  an-.,{-a^  +  an^,i-a^f  + +  a,  (-a:'r-'  +  (-aj^)*  =  0,  (4) 


n  Philotophieal  Magatine,  1852. 
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dove  a«  rappresenta  la  somma  di  tatti  i  minori  principali,  di  ordine  v,  del  de> 
terminante  C.  È  noto  (V,  4),  che  ai,<Ta,as,...  sono,  come  C>  quantità  essensial- 
mente  positiTe  e  però  Tequazione  (4)  non  paò  essere  soddis&tta  da  Talori  di  x, 

che  abbiano  la  forma  g  V^ — 1,  con  q  reale  e  diverso  da  zero,  poìcfaò  per  — a^:=q^ 
il  primo  membro  di  (4)  diventa  essenzialmente  positivo.  E  per  assicararsi  che  x 

non  poò  nemmeno  aver  la  forma  p  -f- ?  V^—^  basta  osservare  che,  incorporando 
la  parte  reale  p  negli  elementi  principali,  si  ricade  sai  caso  precedente.  Danqae 
ogni  valore  di  z,  che  soddisfa  all'equazione  considerata,  è  necessariamente  reale. 


Vn.  DETERMINANTI  BEGIPROGI. 


1.  Gontìnuando  a  rappresentare  con  o^y  il  complemento  algebrico 
di  Qij,  sia 


2)  = 


«Il    «12 
«21    «22 


«U 
«2» 


«ni    «i« ««> 


«U    «12 
«21    «22 


ai. 

0211 


«ni     On2 CU» 


Il  determinante  A  dicesi  reciproco  di  Z).  Dimostriamo  che,  in  A, 
o^n^  mfruyre  del  secondo  ordine  è  uguale  al  complemento  alge- 
ìyrico  del  corrispondente  minore  di  Dy  moltiplicato  per  D.  Prima 
sì  osservi  che  a„  si  può  dedurre  da  D  ponendo  1  al  posto  di  a„, 
e  0  al  posto  degli  altri  elementi  della  r*"*"  orizzontale.  Infetti  lo 
sviluppo  del  determinante  cosi  modificato,  fatto  secondo  gli  elementi 
della  r***  orizzontale,  si  riduce  appunto  ad  a„.  Adunque 


a 


rs 


«ni  •  •  •  .  •  Onj Ofu a^tn 


Gli  elementi  della  J*^  verticale  si  moltiplichino  per  0»^,  e  ad 


—  29  — 

essi  si  aggiungano  quelli  che  loro  corrispondono  nelle  altre  verti- 
cab\  dopo  averli  ordinatamente  moltiplicati  per  oui,  att,...,ain. 
Viene  cosi  (III,  5,  6)  al  posto  r^^,  nella  J*^  verticale,  a»,,  ed  al 
posto  v^,  per  v4=r, 

D,  se  v  =  ^ 


0  ,   se  V  4=  i* . 


Per  conseguenza 


«ti  a„  = 


a 


11 


0 


ai. 


ai 


n       • 


Otl 


2> 


a, 


»« 


a 


«n 


0 


Uff  ••••«•    JL    •■••■•    V^ 


Mul     «éaaaVf     •«••••     U%g 


a 


n» 


Sviluppiamo  il  nuovo  determinante  secondo  gli  elementi  della 
i"~*  verticale:  questi  son  tutti  nulli,  tranne  Z)  ed  Ot,.  Il  comple- 
mento di  Où  si  ottiene  sopprimendo  la  r*™*  orizzontale  e  la  j'*^  ver- 
ticale: esso  è  dunque  Orj.  Il  complemento  di  D  si  ottiene  analo- 
gamente sopprimendo  la  ^•'"*  orizzontale  e  la  j*"**  verticale.  Resta 
cosi  un  determinante  che  differisce  da  a^^  pel  solo  fatto  che  agli 
elementi  a,,,...,  a„,...,  a^  si  son  sostituiti  0,...,  1,...,  0,  e  però 
il  suo  valore  si  ottiene  sopprimendo  ancora  l'orizzontale  e  la  ver- 
ticale definite  rispettivamente  dagli  indici  r  ed  s.  Per  conseguenza, 
se  si  rappresenta  con  a^^rt  il  complemento  algebrico  di 


ctij    au 

Ori      «r. 


in  Z>,  si  ha 


a,j  ttr»  =  a„  ttr;  +  JD a,jr« , 


(1) 


Cloe 


XV  ^ijrt  > 


come  si  è  asserito. 
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2.  Dalla  (1)  si  può  facilmente  dedurre  un'importante  formola, 
dimostrata  precedentemente.  Moltiplicando  i  due  membri  per  a^  arj , 
e  sommando,  si  ottiene 

a„ 2. ^ ^w ^j  =r- N  ai, c^ «ù a,,  +  Z)  >^ m^, Uù arj . 


»,^ 


«ij 


ij 


La  somma  che  figura  nel  primo  membro  è  uguale  (III,  5, 6)  a 


»  sn 


Va»,  (Ori  aa  +  art  Oii  + +  Um  a^O  =  i> ««  » 


t  =  i 


e  la  prima  somma  del  secondo  membro  si  può  scrivere  cosi  : 


^a,>aà .  V  a^  afj  =  D\ 


Dunque  (cfr.  Ili,  7) 

««  "r.  =  -0  +  /,  •«"  ^«  «fj  • 

•li 

8.  Qicando  un  determinante  è  nullo,  è  anche  nullo  il  suo  re- 
ciproco. Inoltre  sono  nielli  tutti  i  minori  del  reciproco,  fino  a 
quelli  del  secondo  ordine,  inclusivamente.  Risulta  infatti  dal  §  1 
che,  se  2)  =  0,  qualunque  minore  del  secondo  ordine,  in  A,  è  nullo, 
e  però  sono  nulli  tutti  i  minori  di  ordine  superiore  e  lo  stesso  A: 
basta  immaginare,  per  convincersene,  che  si  sviluppino  questi  de- 
terminanti secondo  i  minori  contenuti  in  due  linee  parallele.  Ancora 
si  osservi  che,  dalle  relazioni 

=  0 


et,!   a« 

0, 

a»i    a^ 

0. 

.Oii  a^ 

cf^i   a^i 

aji   a^ 

djZ     (tfì 

si  deduce 

_  ai,      Oj, 

1     _ 

^ 

Qin 

cioè  le  linee  di  A  si  equivalgono  (II,  6)  tutte.  In  altri  termini,  se 
un  determinante  è  nullo,  i  complementi  algebrici  d*uha  linea 
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qualunque  sono  proporzionali  a  quelli  di  ogni  altra  linea  pa- 
rallela. 

é.  Quando  D  non  è  nullo,  nemmeno  A  è  nullo.  Infatti  il  reciproco 
d'un  determinante  di  n"^  ordine  ha  per  vaiare  la  potenza  (n — if^ 
del  determinante  stesso.  Per  dimostrar  ciò  sì  moltiplichi  orizzon- 
talmente D  per  A.  Si  ottiene,  come  elemento  generale  del  prodotto, 


r=:n 


Cy  :=y     airOjr^ 


Adunque 


r  =  l 


2)A  = 


Dy  se  i=:j 
0,  se  i=^j 


DO 0 

OD 0 

00 D 


=  zr; 


quindi  A  =  Z> 


»— 1 


5.  Nel  reciproco  di  D  ogni  minore  di  v****  ordine  è  icguale  al 
complemento  algebrico  del  corrispondente  minore  di  Z),  multipli- 
caio  per  D^^^.  Questa  proposizione  include,  per  v  =  l,  la  defini- 
zione stessa  del  reciproco,  e  per  v  =  2  il  teorema  dimostrato  nel 
§  1.  Sia  Av  il  minore  di  A,  definito  dagli  indici  ^i»  a^^,...,  /t  e  j\, 
ij» •  -  • ,  Ju  e  si  rappresentino  con  r^ ,  r,, . . . ,  r«_,  ed  5| ,  ^j, . . . ,  5* -,  gli 
indici  che  si  ottengono  sopprimendo  rispettivamente  /i/,...^  e  j^ 
Ì,..J,  in  123...n.  Si  può  scrivere 


A,= 


1 
0 


0 
1 


0 
0 


0      0 
0      0 


0       0 
«•Vi  S't 

«Vi  S'z 


1  0      0. 


0 
0 

0 
a, 


liy 


a 


S^ 


«Vi    «*V, ^'n_,    «Vi     «Si, 


a 


s^ 


poiché  appunto  a  Af  si  riduce  Tultimo  determinante,  sviluppato 


a(>Rondo  i  minori  conteauti  nelle  ultime  v  verticali.  D'altra  parte 
ó,  mercè  un'inversione  di  orizzontali  e  di  verticali  nel  deter- 
nte  D,  dare  a  questo  la  seguente  forma  : 

i-iy 


"•.■■ 

",,,■■ 

••«-,..- 

.   "'.•. 

",,!.■■ 

■S'. 

":; 

flf,4  ■  ■ 

■■"■,■.- 

,     V. 

a,,,,  .. 

••V. 

",.__ 

■■■"■.-. 

a,_ 

1  "'.-,1. 

•  ■  "■—.•. 

"v, 

V.-- 

■-S'»- 

°''>i 

"v.  •■ 

...<.,,,. 

S'. 

*.■■•■ 

...«,,._ 

a.jjj 

«.,/.  ■■ 

■•*.,. 

"^-i 

"■,;■■ 

■  ■  **','»- 

"■.1, 

'^,f,  • 

■  •<^., 

n  p  indichiamo  il  numero  totale  delle  inversioni,  che  ha  la 
ì.  parità  di 

a^r, -|-''i  +  '-'  -{-f<—,  +  Si  +  St  +  *  ■  ■4-*»-.f 

lè  si  riduce  alla  somma  dei  numeri  delle  inversioni  che  gli 
i  /*  e  gli  indici  s  fanno  rispettivamente  con  gli  indici  <  e  con 
idici  j,  dimodoché  si  ha  (I,  2) 

p  ^  a  —  (n  —  w)(n  —  V  +  1). 

i  si  ottiene,  moltiplicando  per  orizzontali, 

i.  =  (-!)■ 
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poi,  sviluppando  secondo  ì  minori  contenuti  nelle  ultime  v  verticali , 
e  dividendo  per  D, 


ùk,  —  (—iYLl'-^ 


a 


•■l'I 


a 


1«iP 


a, 


^fi 


a 


rj», 


S'.-, 
S'-. 


«r. 


—  »*!•  —  »   I 


6.  D  complemento  algebrico  d'un  minore  di  v*"°  ordine  in  A,  è 
un  minore  di  (n  —  v)*^  ordine,  col  segno  stesso  che  bisognerebbe 
dare  al  corrispondente  minore  di  D  per  renderlo  algebrico.  Esso 
è  dunque  uguale  al  prodotto  di  Z>"-'~^  per  lo  stesso  minore.  In 
altri  termini,  il  complemento  algèbrico  d'un  minore  di  v*"*"  ordine, 
nel  reciproco  di  D,  è  laicale  al  corrispondente  minore  di  D,  mol- 
tiplicato per  i)*-»-^  In  particolare,  per  v  =  1,  si  vede  che  U  com- 
plemento  algebrico  d*un  elemento  det  reciproco  di  D  è  ugimle  al 
corrispondente  elemento  di  D,  moltiplicato  per  Zr-».  Ne  segue 
che  il  reciproco  del  reciproco  di  Z)  è 

D— ^a,,      D'-^a,^ IT-^  au. 


IT'^a 


SI 


LT-^a 


«2 


ir-^a^ 


Ur-^Oni         JD^'^Oni 


— i 


JO^'^On» 


Il  SUO  valore  dev'essere  (§  4)  la  potenza  (w  — 1)**~  di  2>""^S  ed 
infatti  si  ottiene 

7.  Ancora  un'osservaziotie  :  la  moltiplicazione  dei  reciproci  di 
due  determinanti  prodicce  il  reciproco  del  prodotto  dei  determi- 
^nti  stessi.  Si  suppone,  beninteso,  che  la  moltiplicazione  si  faccia 
sempre  per  orizzontali  o  sempre  per  verticali.  Se,  per  esempio, 
operiamo  per  orizzontali,  troviamo 

Oli  P;l  +  0«  Pi«  +  0tt3  Pi3  + H  ■  din  Pjn 

come  elemento  generale  del  prodotto  dei  due  reciproci,  e  già  sap- 
piamo (Y,  5)  che  questa  somma  equivale  al  complemento  alge- 
brico yij  dell'elemento  c^,  nel  prodotto  dei  due  determinanti. 

Cbsìbo,  Analisi  algebrica  3 
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Vm.  PROPRIETÀ 
DI  SPECIALI  DETERMINANTI 


1.  Un  determinante  dicesi  simmetrico  quando  ogni  elemento  è 
uguale  al  suo  conjugato,  quando  cioè  aij=-aji  per  tutte  le  coppie 
di  indici.  Dicesi  emisimmetrico  quando  due  elementi  conjugati  qua- 
lunque sono  uguali  soltanto  in  valore  assoluto,  quando  cioè  a^= — Oji, 
ed  in  particolare  aii  =  o.  Ponendo  valori  diversi  da  zero  al  posto 
degli  elementi  principali  d*un  emisimmetrico  si  ottiene  un  deter- 
minante pseudosimmeirico.  Per  esempio,  sono  rispettivamente 
pseudosimmetrico  ed  emisimmetrico  i  determinanti 


a      r  — q 

—  r       b      p 

q  —p      e 


=  abc -{-ap*  +  bq* '\- cr*  , 


0  r  — q 
r  0  p 
q  —p      0 


=  0. 


E  invece  simmetrico  il  determinante 


a  h  ff  =  àbc  4"  ^fffh  —  af^  —  hg^  —  eh}  , 

h  ì)  r 

9  f  e 

ed  è  anche  simmetrico  ogni  determinante  ottenuto  elevando  a  qua- 
drato un  determinante  qualunque.  I  determinanti  simmetrici,  emi- 
simmetrici,  pseudosimmetrici  hanno  in  comune  questa  proprietà: 
ogni  loro  minore  principale  è  rispettivamente  simmetrico,  emisim- 
metrico, pseudosimmetrico. 

2.  È  chiaro  che  due  minori  conjugatt  d'un  determinante  sim- 
metrico sono  fra  loro  uguali,  poiché  diflTeriscono  soltanto  per  lo 
scambio  fra  orizzontali  e  verticali.  In  particolare  sono  uguali  i  com- 
plementi algebrici  di  due  elementi  conjugati,  cioè  si  ha  Oij  =  a,t,  e 
però  il  reciproco  óCun  determinante  simmetrico  è  ancVesso  sim- 
metrico. 
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8.  Se  si  cambiano  i  segni  di  tutti  gli  elementi  d*un  determinante 
emisimmetrico,  non  si  fa  altro  che  cambiare  le  orizzontali  in  ver- 
ticali, e  viceversa.  È  noto,  d'altra  parte,  che  questi  cambiamenti  di 
segno  danno  al  determinante  il  fattore  ( — 1)".  Dunque  D={ — 1)*2>, 
e  però  2)  =  o  se  n  è  dispari.  In  altri  termini:  ogni  determinante 
emistmmetrico,  di  ordine  dispari,  è  nicUo.  Il  medesimo  ragiona- 
mento,  applicato  a  due  minori  conjugati,  mostra  subito  che,  in  ogni 
emisimmetrico,  due  minori  conjtùgati  sono  ugtialiy  o  uguali  sol- 
tanto in  valore  assoluto^  secondo  che  il  loro  ordine  è  pari  o  dis- 
pari. Ne  segue,  in  particolare,  che  due  elementi  conjugati  d'un 
emisimmetrico  hanno  complementi  uguali,  o  uguali  soltanto  in 
valore  assoluto,  secondo  che  l'ordine  dell' emisimmetrico  è  dispari 
0  pari.  Risulta  finalmente  da  questa  proposizione  che  il  reciproco 
d'un  emisimmetrico  è  simmetrico  o  emisimmetrico  secondo  che 
il  suo  ordine  è  dispari  o  pari. 

4.  Sia  D  un  determinante  nullo,  e  si  supponga  simmetrico  il  suo 
reciproco.  È  noto  (VII,  3)  che  in  questo  reciproco  sono  nulli  i  mi- 
nori del  secondo  ordine.  È  dunque 


=  ct«%  — a%  =  o  ,  aij  =  \/aiiOLii  ; 


poi 


(Ut         0,0         a,9  a 


i^oiii   i/a2«   y^^zs         y^ 


(1) 


fin 


In  altri  termini  :  se  il  reciproco  d'un  determinante  nullo  è  sim- 
metrico, gli  elementi  d'una  linea  qualunque  sono  proporzionali 
alle  radici  quadrate  dei  corrispondenti  elementi  principali.  In 
particolare  questo  teorema  è  applicabile,  in  virtù  del  §  2,  al  reci- 
proco d'un  determinante  simmetrico  nullo,  ed  in  virtù  della  prima 
e  dell'ultima  proprietà  del  §  3  è  anche  applicabile  al  reciproco  di 
vin  emisimmetrico  di  ordine  dispari.  Si  osservi  che,  preso  ad  ar- 
bitrio il  segno  d'una  radice  nelle  relazioni  (1),  quelli  delle  altre 
restano  pienamente  determinati  dalle  relazioni  stesse. 
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5.  Ogni  emi9imfnetrico  di  ordine  pari  è  il  quofdrato  di  um 
espressione  razUmaie  ed  intera  dei  suoi  elementi.  Evidentemente 
la  propottzione  è  vera  per  n=2,  giacché 


—  a      0 


=  aF. 


Basta  dunque  dimostrare  che,  se  ò  vera  per  gli  emisimmetricì 
di  ordine  pari,  inferiore  ad  n,  sussiste  per  quelli  di  n^  ordine. 
Adoperando  una  nota  formola  (III,  7),  ed  osservando  che  ait='-(in, 
si  ottiene 

D  =  a„a^''2^m,jairarj  =  2^mijariarr 


ij 


»,J 


n  determinante  «tj  è  complemento  algebrico  d'un  elemento  in  a„, 
cioè  (§  3)  in  un  emisimmetrico  di  ordine  dispari,  e  però  (§  4) 


U;  =  |/Ì 


hi  ^a  • 


Dunque 


^  =  Yé  (^•'^•-  •  ^''V-i^)  =  (S^*^*")*  • 


iJ 


ovvero 


/2)  =  a^|/«,,  +  a^>/«„  +  a,3^/«33  + +  «„,>/•.,.     (2) 

Del  resto  ma  ò  (§  1)  un  emisimmetrico  di  ordine  pari  n — 2,  e 

però  /ml^ ,  |/a^j , . . . ,  /iji,  equivalgono,  per  ipotesi,  ad  espressioni 
razionali  ed  intere  degli  elementi,  le  quali  espressioni,  sostituita 
in  (2),  danno  a  )/z>  la  forma  annunciata. 

6.  Quando  si  applica  la  formola  (2)  bisogna  badare  ai  segni  dei 
varii  radicali,  i  quali  risultano  determinati  dalle  (1).  Sia,  per 

esempio, 


0 

X 

y 

z 

—  X 

0 

e 

b 

—  y 

—  e 

0 

a 

—  z 

—  b 

—  a 

0 
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I  minori  principali  di  a^^  sono  a^,ì)*,c^,  e  se  si  tien  conto  delle 
relazioni  (1)  si  è  condotti  a  prenderne  come  radici  a,  —  & ,  e.  In 
tal  modo  la  formola  (2)  dà 

2>  =  (ax  —  6y  +  czy. 

Ancora  si  noti  che  lo  sviluppo  di  /d  consta  di  3.5.7...(w  —  1) 
termini. 

7.  Sia  D  un  determinante  pseudosimmetrico,  che  abbia  tutti 
uguali  ad  x  gli  elementi  principali.  Ponendo  a;  =  o  si  ottiene  un 
emisimmetrico  D^.  Evidentemente  D  si  può  considerare  come  otte- 
nuto aggiungendo  x  agli  elementi  principali  di  D^,  e  però  (lY,  9) 

D  =  D^  +  xan^i+x*an^^+ + a?»-*  04  4- a?», 

dove  <Ty  rappresenta  la  somma  di  tutti  i  minori  principali  di  Z>o, 
che  hanno  Tordine  v.  Ognuno  di  questi  minori  è  (§  1)  emisimme- 
trico, e  però  è  (§  3)  nullo  se  v  è  dispari,  ed  è  (§  5)  un  quadrato 
se  V  è  pari.  Dunque 

2>  =  a;"  +  ar-*(rj  +  ar»-*(y4-f- 

Se  n  è  pari,  of*"*»  è  un  quadrato,  che  si  trova  moltiplicato  per 
a^,,  somma  di  quadrati.  Per  conseguenza,  Offnf  psetidosimmetrico 
(U  ordine  par%  con  elementi  principali  ugiuiU^  è  sviluppabile  in 
una  somma  di  quadrati.  Se  Tordine  è  dispari,  il  determinante  è 
uguale  al  prodotto  di  x  per  una  somma  di  quadrati.  Se  a?  =  i  si 
vede  subito,  riassumendo  questi  risultati,  che  ogni  pseudosimme^ 
tnco,  con  elementi  princtpaZi  ugìmli  all'uniidy  è  somma  di  qua- 
drati. 


8.  Esempli 

X        eh 

—  e        X    a 

—  ò  — a    X 

1 

=  iB«  +  (a' 

ha  pure 

X            Oj 
—  Oi           X 

-a,   —a, 
—  «3  — a»  • 

X         a^ 

—  «4            X 

1        e    h 

—  e        1    a 

—  6  —a    1 


=  l-|.a»  +  6"  +  c>. 


=  «*  +  (V  +  V  +  a3»  +  a4»  +  «5'  +  V)a:»  + 
+  (0,04  — OjaB  +  ajag)». 


Finalmente  il  determinante  di 
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ordine 


X       a       0 
—  a       X       a 

0  — a       X, 


ha  il  valore  {e/r.  IV,  18) 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


U X       a 

0.. ..  — a       X 


^  1.2.3  ^ 


IX.  EQUAZIONI  UNEÀBI. 


1.  Consideriamo  un  sistema  di  n  equazioni  lineari,  cioò  di  primo 
grado,  fra  n  incognite: 


^11  ^1  +  ^l«  ^8  + +  ^1»  ^»  =  *i 

^ti  ^1  +  ^i«  ^t  + +  ain  0?»  =  ;t. 


(1) 


Il  determinante  Z),  che  ha  per  elemento  generale  a»^,  dicesi  deter- 
minante del  sistema.  Moltiplicando  le  equazioni  (1)  rispettivamente 
per  Qii,  a2i...,a»i  e  sommando,  si  ottiene 


js=n 


Va?,(ayaii+at,att+...+a«,am)='^a^  (2) 


>=i 


Nel  primo  membro  il  coefficiente  di  Xj  è  nullo  per  ogni  valore  A\j 
diverso  da  t,  ed  è  uguale  a  D  per  j=:t  II  secondo  membro  è  ciò 
che  diventa  D  quando  agli  elementi  della  i*^  verticale  si  sostituì- 
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scono  ordinatamente  h^yh^,...ykn'  Indicando  con  Di  il  determinante 
che  eoa  si  ottiene,  ponendo  cioè 


^2   flj2  . . .  din 


"n  **ii8  •  •  •  ^1 


.  i).= 


^11    ^1  •  •  •  din 
^£i    "f  •  •  •  ^** 

^nl     *«  •  •  •  ^l«n 


,  •  •  •  >  -^n 


^H    ^18  •  •  •  "i 
^81    ^28  •  *  •  ^8 

^nl    fl»i8  .  .  .  ftn 


liquazione  (3)  diventa  DXi  =  Di,  e  si  vede  cosi  che  offni  soluzione 
del  sistema  (1)  è  soluzione  del  sistema 


Dx^  =  D^ ,  Dx^  =  2>2 ,  BXn  =  Dn- 


(3) 


2.  Regola  di  Cramop.  Se  2>  è  diverso  da  zero,  il  sistema  (3) 
ammette  evidentemente  una  sola  soluzione,  cioè 


(4) 


Questa  è  dunque  l'unica  soluzione  che  possa  convenire  al  si- 
stema (1).  Resta  da  far  vedere  che  i  valori  (4)  costituiscono  effet- 
tivamente una  soluzione  del  sistema  (1) ,  ed  all'uopo  basta  accertarsi 
che  i  detti  valori  verificano  una  qualunque  equazione  del  sistema, 
per  esempio  la  r*^.  Si  ha,  sostituendo  i  valori  (4)  nella  r*~*  equa- 
zione (1), 


s  =  n 


tsssn 


J  =  n 


2j^iO0i=:^j^2^ariDi   ,   con   Di  =  2^hj(lji. 

<=1  1=1  j=l 


Quindi 


i=n 


3^n 


Y^ariXi  =  ^^K^ariaii  =  yYj^i(^Ti^i^-<^n^^ 


»=i 


i,} 


j  =  l 


n  coefficiente  di  ft^  è  nullo  se  j  =#  y,  ed  è  uguale  a  D  sej  =  r. 
Dunque  il  secondo  membro  si  riduce  a  A^,  e  l'equazione  r***  è  sod- 
disfatta. Riassumendo  vediamo  che,  se  il  determ^tnante  d'un  sistema 
di  n  equazioni  Uneari,  ad  n  incognite,  è  diverso  da  zero,  il  si- 
stema ammette  una  soluzione  sola,  costituita  dai  valori  che  si 


1 
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ottengono  dividendo  pel  determinante  del  sistema  gU  n  determi- 
nanti, dedotti  dal  determinante  stesso  sostituendovi  sìicoessiva' 
mente  ad  ogni  verticale  la  successione  dei  termini  noti. 

S.  Se  Z)  =  0,  ed  almeno  uno  dei  determinanti  Z)^,  />,,...,  Z)«  è 
diverso  da  zero,  non  è  possibile  soddis&re  a  tutte  le  equazioni  (3), 
giacché  almeno  una  di  esse  si  presenta  sotto  la  forma  0 .  a;  =^  0.  In 
tal  caso  le  equazioni  (1)  sono  tra  loro  incompatibili.  Per  esempio, 
se  il  sistema  (1)  è 

x  +  y-\-z  =  i  ,  a;  +  y  +  23r  =  0  ,  a?  +  y  +  3*  =  0  , 

il  sistema  (3)  è  0.;r=:l,  0.y  =  — 1,  0.^  =  0,  e  non  ammette 
soluzioni,  e  però  altrettanto  può  dirsi  del  primo  sistema.  Se  poi  i 
determinanti  D,  Di,  D^,...,  D^  son  tutti  nulli,  il  sistema  (3)  è  sod- 
disfatto da  ogni  sistema  di  valori  arbitrariamente  attribuiti  alle 
incognite  ;  ma  non  è  lecito  concludere  che  altrettanto  avviene  pel 
sistema  (1).  Per  esempio  le  equazioni 

sono  manifestamente  incompatibili,  mentre  le  equazioni  (3),  ridu- 
centisi,  nel  caso  attuale,  a  0.a;  =  0,  0.y=0,  0.z  =  0,  costitui- 
scono un  sistema  completamente  indeterminato.  Adunque  non  è  più 
lecito  affermare  Vequtcalenza  dei  sistemi  (1)  e  (3)  quando  Z)  =  0. 
Una  discussione  completa  del  sistema  (1)  diventerà  possibile  dopo 
la  dimostrazione  del  teorema  di  Rouché. 

4.  Si  consideri,  più  generalmente,  un  sistema  di  m  equazioni  ad 
n  incognite: 

^11  ^1  +  ^it  ^«  + +  a\n  Xn  =  fti 

0,1 /Ti  +  a„  a?,  + -\-a^Xn  =  ìit  ^>. 

«mi  ^1  +  «««^«  + +  «««  ^n  =  K 

E  chiaro  che,  se  i  coefficienti  delle  incognite  sono  tutU  nulli,  si 
ha  indeterminazione  quando  tutti  i  termini  noti  sono  nulli,  ed 
incompatibilità  quando  almeno  un  termine  noto  è  diverso  da  zero. 
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Laseiando  da  parte  questo  caso  particolarissimo  supporremo,  d*ora 
innanzi,  che  non  tutti  i  coefficienti  delie  incognite  siano  nulli. 
É  inoltre  lecito  supporre  m  >  n,  perchè,  se  ciò  non  fosse,  si  ag- 
gregherebbero al  sistema  (5)  più  di  n  —  m  equazioni  a  coefficienti 
e  termini  noti  uguali  a  zero,  costituendo  cosi  un  sistema  equiva- 
lente a  (5).  Ciò  premesso,  se  la  matrice  del  sistema 


a 
a 


11 


Si 


a 
a 


22 


««1     «m2 


^*TIW 


ha  per  caratteristica  (11,  8)  il  numero  p ,  esiste  certamente  in  essa 
un  determinante  non  nullo,  che  ha  Tordinei?.  Questo  determinante, 
comunque  scelto,  si  chiami  il  djefjerndnafìJte  principale  del  sistema. 
Esso  ha  la  proprietà  di  non  essere  niello,  mentre  sono  nulli  tutti 
i  determManU  di  ordine  superiore,  contenuti  nella  stessa  matrice. 
1  suoi  elementi  figurano  come  coefficienti  di  p  incognite  in  p  equa- 
zioni (5).  Immaginiamo  già  eseguite  una  permutazione  fra  le  inco- 
gnite ed  un'altra  fra  le  equazioni,  in  modo  da  condurre  nelle  prime 
p  verticali  e  nelle  prime  p  orizzontali,  rispettivamente,  le  incognite 
e  le  equazioni  i  cui  coefficienti  figurano  nel  determinante  princi- 
pale. Cosi  è  lecito  supporre  che  il  determinante  principale  sia 


b  = 


a,,    a 


41 


a 


21 


12 
^22 


a 


IP 


^TPi    ^fp* 


Opp 


Sia  inoltre 


^  = 


a 


11 


a 


12 


«21       «22 


a 
a 


IP 

SP 


«fi      «rt 


a 


'pp    ^ 
Off    K 


I  determinanti  b^ ,  b,, . . .,  ò„  diconsi  determinanU  caratteristici  del 
sistema.  Si  noti  che  i  primi  p  sono  sempre  nulli,  perchè  hanno 
Tultima  orizzontale  identica  ad  un'altra.  Fra  breve  si  vedrà  che 
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rannnllamento  degli  altri  m — p  è  necessario  e  snflìciente  per  la 
compatibilità  delle  equazioni  proposte. 


5.  Tttoreflia  di  Roaohéi  Quando  non  sono  hUti  ntUii  i  deter- 
minanti caratteristici  d'un  sistema  di  m  equazioni  lineari^  con 
n  <  m  incognite^  le  equazioni  sono  fra  loro  incompatMlL  Nel 
caso  contrario  il  sistema  ammette  una  soluzione  sola  o  infinite 
soluzioni  secondo  che  la  caratteristica  della  sita  matrice  è  uguale 
o  inferiore  ad  n  (*). 

a)  Si  Cacciano  passare  nel  secondo  membro  le  incognite 

attribuendo  loro  arbitrariamente  i  valori 

God  il  sistema  proposto  si  riduce  ad  un  sistema  di  m  equazioni 
Ara  p  incognite 

^1  ^i  +  ^w  ^t  4" -4-  fljp  av  =  ft'. 


i 

\ 


(6) 


in  cui  è 


«=:m 


h\=K—Y^a„c.  (7) 

se  p  <  n,  e  ìi\  =  k^  sep  =  n.  Anzitutto  si  osservi  cbe  il  sistema  (6) 
ha  lo  stesso  determinante  principale  e  gU  stessi  determinanti  ca- 
ratteristici del  sistema  (5).  Infatti  la  matrice  dì  (6)  non  può  con- 
tenere determinanti  di  ordine  superiore  a  p,  e  fira  quelli  cbe  banno 
l'ordine  p  è  ò=#=0»  che  si  può  dunque  assumere  a  determinante 
principale.  Quanto  ai  determinanti  caratteristici 


K= 


«Il  «it ^ip  '^M  » 

^i  «« «»  *'«i 

i 

^1  «« ^  K 

«ri       «rt ^      *'r 


(*)  CompUs^r9néu4  de  rAcadémùé  dét  ScÌ€9%eM  i4  Par*Sf  \m. 
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notissime  proprietà  dei  determinanti  permettono  di  dar  loro,  de- 
componendone Tultima  verticale  secondo  la  relazione  (7),  la  forma 
seguente  : 


ssssn 


'-^-i:''' 


Ss=p+1 


^11        ^H 
^21       ^2« 


«IP       «1* 


«PI      «M 
«fi      «r« 


«PP      «Pf 
«rp      a„ 


Il  determinante  che  moltiplica  e,,  evidentemente  contenuto  nella 
matrice  del  sistema,  è  nullo,  perchè  il  suo  ordine  supera  p.  Dunque 

b)  Ora  si  osservi  che  si  ha,  per  una  nota  formola  (III,  7), 


(8) 


dove  i  e  j  prendono  i  valori  1,  2,  3,...,p.  Nel  sistema  (6)  si  con- 
siderino le  prime  p  equazioni  e  la  r*^,  si  moltiplichi  quest'ultima 
per  b,  e  la  iV^  (i=iy2,3,...,p)  per 

—  («ri  au  +  «ff  a»  + +  arp  a^p). 

Sommando  si  vede  subito,  in  virtù  di  (8),  che  il  secondo  membro 
è  ò'^,  mentre  nel  primo  il  coefficiente  di  x,  è  ciò  che  diventa  ò'^ 
quando  a 

si  sostituiscono 

Dunque 


«11       «18 
«21       «82 


«IP      «1. 
««P       «2. 


«PI       «P2 
«ri       «r2 


«PP       «P* 
«rp       «« 


=  0',. 


n  determinante  che  moltiplica  a?,  è  nullo,  perchè  ha  Tultima 
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verticale  identica  alla  s^.  Dunque  la  relazione  precedente  si  ri- 
duce a 

0 .  a?i  +  0 .  a?,  + +  0 .  a?,,  =  ò  V , 

e  non  è  possibile  soddisfarla  se  b\=^0.  Si  ha  dunque  incompati- 
bilità quando  almeno  un  determinante  caratteristico  è  diverso 
da  zero. 

e)  Se  i  determinanti  caratteristici  sono  tutti  nulli,   la  rela- 
zione (8)  dà 

K  =12 *' ^  ^^  • 

Dunque  si  può  soddisfare  all'equazione 

«ri  ^i  +  «r«  ^t  + +  «fy  ^P  =  ^'r  » 

qualunque  sia  r,  prendendo 


O0i  =  -^2^h\aii. 


i  =  l 

Nò  si  può  soddisfare  altrimenti  al  sistema  (6),  perchè  le  prime  p 
equazioni  costituiscono  un  sistema  di  p  equazioni  fra  p  incognite, 
con  determinante  ò  =#  0,  e  però  (§  2)  ammettono  una  soluzione  sola. 
d)  Da  ciò  che  precede  risulta  chiaramente  che,  se  i  determi- 
nanti caratteristici  sono  tutti  nulli,  il  sistema  (5)  ammette  una  so- 
luzione sola  quando  p  =  n ,  e  ne  ammette  una  infinità  quando  p  <n, 
poiché  ad  ogni  sistema  di  valori  Cp^^,  c^+g , . . . ,  c«»  arbitrariamente 
attribuiti  ad  0?,+^,  a?p +,,...,  a?«,  corrisponde  un  determinato  si- 
stema di  valori  per  ^^ ,  a;, , . . . ,  ^p .  In  questo  caso  potremo  dire 
che  il  numero  delle  soluzioni  è  n — p  volte  infinito,  o  che  il  si- 
stema è  n  — p  volte  indeterminato ,  quando  avremo  accertato  che 
il  metodo  precedentemente  esposto  fornisce  tutte  le  possibili  solu- 
zioni del  sistema  (5).  Ma  è  chiaro  che,  presa  ad  arbitrio  la  solu- 
zione c\ ,  c^g , . . . ,  c'« ,  potremo  sempre  alle  e  attribuire  i  valori 
Cj,^^  =  c'p^^,  Cp^^  =  e p+, , . . . ,  e»  =  e'»,  ed  allora  la  risoluzione 
del  sistema  formato  dalle  prime  p  equazioni  (6)  dovrà  necessaria- 


-.  45  — 

mente  fornire  i  valori  a;^  =? (/^ ,  x^  =  c'^,..,,Xp:^&py  altrimenti 
il  detto  sistema  ammetterebbe  più  d*una  soluzione,  mentre  il  suo 
determinante  ò  è  diverso  da  zero:  ciò  non  è  possibile  (§  2). 


6.  Osserwajdonl  i  a)  Le  considerazioni  precedenti  fanno  vedere 
che,  quando  il  sistema  ammette  soluzioni,  occorrono  e  bastano 
p  equazioni  per  determinarle  tutte.  Adunque  la  caratteristica  della 
matrice  cTun  sistema  rappresenta  il  minimo  numero  cU  equazioni, 
cui  si  può  immaginare  ridotto  il  sistema  stesso, 

V)  Nel  caso  d*un  sistema  di  n  equazioni  ad  n  incognite  si  può 
considerare  come  matrice  del  sistema  quella  che  si  ottiene  aggre- 
gando una  orizzontale  di  zeri  alla  matrice  del  determinante  D, 
Se  Z>=#0,  il  determinante  principale  è  appunto  i),  l'ultimo  deter- 
minante caratteristico  è  necessariamente  nullo,  e  però  si  ha  una 
soluzione  sola.  Se  2>  =  0,  bisognerà  cercare  il  determinante  prin- 
cipale fra  i  minori  di  D.  Esso  sarà  sempre  d*un  ordine  inferiore 
ad  n,  e  però  non  si  potrà  avere  che  incompatibilità  o  indetermi- 
nazione. Adunque  la  condizione  2>  #=  0 ,  sufficiente  perchè  il  sistema 
abbia  unica  soluzione,  è  anche  necessaria  (cfr.  §  3). 


Z.  SISTEMI  DI  FORME  LINEARI. 


1.  Fra  le  espressioni  razionali  ed  intere  di  n  variabili  a?^,  a?,,...,  Xn, 
hanno  importanza  quelle  che  sono  omogenee,  che  hanno  cioè  tutti 
i  termini  dello  stesso  grado  m,.  Esse  portano  il  nome  di  forme  al- 
geìrriche  o  quuinticìie ,  e  si  dicono  lineari  se  m  =  1 ,  quadratiche 
se  w  =  2,  cubiche  se  m  =  3,  Mqtcadratiche  se  m  =  4,  quintiche 
se  m  =  5;  ecc.  Una  forma  di  qualunque  grado  si  dice  poi  binaria 
se  n=2,  ternaria  se  n  =  3,  qtsaternaria  se  n  =  4  ;  ecc.  In  queste 
lezioni  ci  occuperemo  soltanto  delle  forme  lineari  e  delle  quadra- 
tiche. È  forma  lineare 

u  =  a^x^  +  a^w^-\- +  anXn, 
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mentre  lo  sviluppo  (*)  di  u*  offre  l'esempio  d'una  forma  di  grado  m. 
Si  osservi  che  da  questo  sviluppo  si  può  dedurre  qualsiasi  forma 
di  grado  m,  attribuendo  a  ciascun  termine  un  coefficiente  arbi- 
trario, dimodoché  il  numero  dei  termini  d'una  forma  algebrica  di 
n  variabili,  di  grado  m,  è  uguale  al  numero  dei  termini  dello  sviluppo 
della  m**^  potenza  d'un  polinomio  di  n  termini,  cioè  al  numero  flffu- 
rato{**)n'^f  dell'ordine  m  (numero  delle  combinazioni  àìm  -\-n — 1 
oggetti  m  ad  m). 

2.  Dato  un  sistema  di  m  forme  lineari  di  n  variabili,  è  interes- 
sante sapere  se  le  dette  forme  possono  annullarsi  simultaneamente 
per  uno  stesso  sistema  di  valori,  non  tutti  nuiU,  attribuiti  alle  va- 
riabili. In  altri  termini  si  tratta  di  sapere  se  il  sistema  di  equazioni 
lineari  ed  omogenee 

«44  a?!  -|-  a^j  ^2  + +  Um  a?„  =  0 

a„  a?!  +  a^j  a?j  + +  ^^  ^«  =  ^  /^\ 

può  ammettere  soluzioni,  oltre  quella  evidente 

ir,  =  0 ,  a?j  ^  0 , . . . ,  a?n  ■—  0 .  (2) 

É  chiaro  che  i  determinanti  caratteristici  sono  sempre  nulli, 
perchè  l'ultima  verticale  d'un  determinante  caratteristico  qualunque 
è  costituita  da  termini  noti,  che  nel  caso  attuale  sono  uguali  a  zero. 
Il  teorema  di  Rouché  ci  dice  che  non  si  può  avere  incompatibilità, 
e  ciò  è  confermato  dal  fatto  che  una  soluzione  esiste  sempre  :  è  la 
soluzione  (2).  Lo  stesso  teorema  ci  dice  che,  se  la  caratteristica 
della  matrice  è  n,  il  sistema  (1)  ammette  una  sola  soluzione,  e 
questa  è  necessariamente  la  (2).  Adunque  :  condizione  sufficiente  e 
necessaria  aWannvMamento  simultaneo  di  più  forme  lineari,  per 
valori  non  tutti  nulli  delle  variabili,  è  che  la  caratteristica  della 
matrice  dei  coefficienti  sia  inferiore  al  numero  delle  variabili. 


(*)  Bàltzbr.  Elementi  di  Mattmatiea  (trad.  Cremona,  2*  parte,  g  27). 
n  Loc.  eit.,  S  28. 
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3.  Sappiamo  che,  se  m>n,  il  numero  delle  soluzioni  del  si- 
stema (1)  è  n — p  volte  infinito,  essendo  p  la  caratteristica.  Se 
m<n  bisognerà  aggregare  alla  matrice  del  sistema  più  di n  —  m 
orizzontali  di  zeri,  e  però,  nella  ricerca  del  determinante  princi- 
pale, essendo  nulli  tutti  i  determinanti  che  racchiudono  qualche 
orizzontale  di  zeri,  potremo  tener  conto  delle  sole  m  orizzontali 
non  nulle.  Cosi  vediamo  che  il  determinante  principale  non  potrà 
risultare  d'un  ordine  superiore  ad  m,  cioè  si  avrà  p^m;  quindi 
n — p^n  —  m.  Per  conseguenza:  ogni  sistema  di  m  eqiuzzioni 

lineari  ed  omogenee  fra  n  >  m  incognite  è  alm^eno  n  —  m  volle 
indeterminato. 

4.  Consideriamo,  in  particolare,  un  sistema  di  n  forme  lineari  di 
n  variabili.  L'annullamento  simultaneo  delle  forme  non  può  aver 
luogo  per  valori  non  tutti  nulli  delle  variabili  se  il  determinante  D 
del  sistema  è  diverso  da  zero.  Se  Z>=:0,  e  i?  è  la  sua  caratteri- 
stica, esistono,  in  numero  n  — p  volte  infinito,  sistemi  di  valori  non 
tutti  nulli  delle  variabili,  che  annullano  simultaneamente  le  n  forme. 
Invertendo  questo  enunciato  si  suole  anche  dire  :  perchè  un  deter- 
minante di  n*^  ordine  abbia  la  caratteristica  p  è  necessario  e  suf- 
ficiente che  esistano  n — p  relazioni  lineari  fra  gli  elementi  delle 
sue  diverse  linee.  Con  ciò  si  vuol  dire  che  si  debbono  poter  tro- 
vare n  —  p  distinti  sistemi  di  numeri  X^,  X^, . . . ,  X»,  non  tutti  nulli, 
tali  che  si  abbia 

X^  a,!  +  X^  tìr«  + +  Xn  Otn  =  0 , 

qualunque  sia  /.  In  particolare  :  perchè  un  determinante  sia  nullo 
è  necessario  e  sufficiente  che  una  stessa  relazione  lineare  leghi 
gli  elementi  di  ciascuna  linea  (*).  Segue  anche  dal  precedente 
teorema  che  un  determinante  di  ordine  n  e  di  caratteristica  p  si 
può  sempre  condurre,  mediante  le  solite  operazioni  (II,  7),  ad  aver 
tutti  nulli  gli  elementi  di  n — p  linee  parallele.  E  però  un  deter- 
minante nullo  si  può  sempre  trasformare,  mediante  le  operazioni  ac- 
cennate, in  un  altro  che  abbia  nulli  tutti  gli  elementi  d'una  linea. 


(*)  Per  altri  teoremi  sui  determiDanti  nulli  vedi  il  Corto  di  Analiii  algebrica  di  Capelli 
e  Qabbibu  (p.  391). 
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5.  Offre  speciale  interesse  per  le  appUcazioDi  il  caso  in  cui  è  i)=0, 
mentre  almeno  un  elemento  del  reciproco  ò  diverso  da  zero.  Si  può 
sempre  supporre  che  tale  elemento  sia  a^^.  Allora  il  determinante 
principale  &  =  a|^  è  di  ordine  n  —  1,  ed  il  sistema  ammette  una 
semplice  infinUà  di  soluzioni.  Per  ottenerle  tutte  si  feccia  passare 
rincognìta  x^  nel  secondo  membro,  attribuendole  un  valore  arbi- 
trario, e  sì  consideri,  per  la  determinazione  delle  altre  incognite, 
il  sistema  delle  ultime  n  —  1  equazioni  : 


^M  ^«  +  ^«3  ^9  + +  Ot»  ^»  = 

^St  ^«  +^38  ^3  + +  «S»^»  = 


—  a^i  X, 

—  «31  ^i 


Ort  a?e  +  ^  ^3  + +  «  i»«  ^«  = «mi  ^1 

Abbiamo,  per  ogni  valore  di  x^ ,  un  sistema  di  n  —  1  equazioni 
ad  n  —  1  incognite,  con  determinante  a,^  diverso  da  zero.  La  re- 
gola di  Cramer  dà,  per  un*  incognita  qualunque  Xi, 


a^^Xi  = 


a 
a 


ss 


3S 


Oz.i'-l       «81^1       «8,t+l 


a». 

«311 


«nS 


«n,»-l       «nliZ?i       ««,»+! «mi 


ovvero 


«ll^i  =  (— l)'-^^l 


«SI       «Si 
«3t       «38 


«s,t-i     «s,t4-i 

«8,t-l       «3,»  +  l 


«In 

«3R 


«ni       «ut 


«n,t-l      «n,t  +  l 


«iw 


Il  determinante  scritto  nel  secondo  membro  è  il  complemento  or- 
dinario di  «li,  cioè  (— l)*+*aii.  Dunque  a^^Xi  =  a^iX^;  poi,  va- 
riando i, 

^ «8 ^ ^ 

<*ii      <*i8      <h3       ai»  ' 


Le  proprietà  dei  determinanti  permettono  di  scrivere  immediata- 
mente questo  risultato. 
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6.  Per  esempio,  il  sistema 
ax  +  l>y  +  cz  =  0  ,  a'x  +  Vy +  & z==0  ,  a" x  +  b"y  +  &'z  =  0 
non  ammetterà  soluzioni  costituite  da  valori  non  tutti  nulli  di  oCy 
y,  Zy  quando  non  sia 

=  0  ; 


a 

ì> 

e 

a' 

6' 

e' 

a" 

b" 

e" 

ma,  se  questa  condizione  è  soddisfatta,  si  avranno  infinite  soluzioni, 
date  dalle  formole 


X 


_        y        _ 


z 


y  e"  —  e'  6"  ""  e'  a"  —  a'  e"  "~  a'  è"  —  6'  a"  ' 

purché  non  tutti  i  denominatori  siano  nulli.  Così  il  sistema 

a?  +  ì^  +  ^  =  0  ,  a;  +  |/  +  2-2r  =  0  ,  a?  +  2/  + 3-3^  =  0 

ammette  una  semplice  infinità  di  soluzioni,  date  da;r  =  X,  |/= —  X, 
^1=0,  variando  X  da  — co  a  +oo. 

7.  Il  caso  di  w  —  1  equazioni  lineari  ed  omogenee  ad  n  incognite 
vien  subito  ricondotto  al  precedente  aggregando  al  sistema  un'equa- 
zione a  coefficienti  nulli.  In  tal  modo  si  riconosce,  per  esempio,  che 
si  soddisfa  al  sistema 

ax  -\-ì>y  -\-  cz  Ar  di^=^^ 
dx  +  Vy  +  dz  +  rf7  =  0 
[  a;'x  +  V'y  +  d'z  +  rf'7  =  0 


prendendo 


x 


y 


t 


b    e    d 

V  d  a 

ò"  d'  rf" 


a  e  d 
a'  d  a 
a"  e"  d" 


a    ì)   d 

— 

a    b   e 

a'  v  a' 

a'  b'  e' 

a"  b"  d" 

a"  b"  e" 

e  non   altrimenti,   purché  almeno  un  denominatore  sia   diverso 
da  zero. 
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8.  Si  dice  che  le  forme  u^.u,,..'.,  u.  sono  fi*a  Icnto  l^ate  li- 
nearmente quando  è  possibile  trovare  valori  non  tutti  nulli  di  X^. 

X,,...yX.,  che  annullino  identicamente  X^ti^  4~  ^s^i -f- 'h^.t'p- 

Quando  fra  le  dette  forme  non  esiste  alcun  legame  di  tal  &tta, 
esse  diconsi  linearmente  mcUpendenU.  Ciò  premesso,  supponendo 
che  le  forme  siano  rappresentate  dai  primi  membri  delle  (1),  la 
relazione 

X,w,+X,u,  + +  V.u.  =  0 

si  scinde,  per  rarbitrio  che  regna  sulle  x,  supposte  indipendenti, 
nelle  seguenti  relazioni  : 


\ 


^1^11  +  K^ti  + +  Ka^i  =  0 


Perchè  queste  non  siano  soddisfatte  da  valori  delle  X,  diversi  da 
zero,  è  (§  2)  necessario  e  sufficiente  che  la  caratteristica  del  si- 
stema sia  m.  Dunque  :  perchè  m  forme  lineaìH  di  n  variabili  siano 
indipendenti,  occorre  e  basta  che  la  caratteristica  della  loro  ma- 
trice sia  m.  In  particolare,  per  Tindipendenza  di  n  forme  lineari 
di  n  variabili  è  necessario  e  sufficiente  che  il  determinante  del 
sistema  sia  diverso  da  zero. 

9.  Se  m  >  n,  la  caratteristica,  non  superiore  ad  n,  è  inferiore 
ad  m.  Ne  segue  che  non  si  possono  avere  pia  di  n  forme  lineari, 
indtpendentij  di  n  variabili.  Per  esempio,  le  forme  arX-\-by  eà 
a'x  +  Vy  sono  indipendenti  se  aV  —  &a'=i=0;  ma  non  è  possibile 
costruire  una  terza  forma  a"ir  +  &'V>  che  sia  indipendente  dalle 
prime  due.  Infatti  si  ha  identicamente,  qualunque  siano  a''  e  V\ 

{a'if'  —  &'a")  {ax  +  by)  +  (6a"  —  ab*')  {a'x  +  Vy) 
j^  (ab'  —  ba')  {a"x  +  Vy)  =  0 . 

In  ogni  caso,  il  minimo  numero  di  forme,  cui  si  può  imm^a- 
gtnare  ridotto  un  sistema  di  forme  lineari,  è  ugucUe  alla  carat- 
teristica della  loro  matrice,  vale  a  dire  che,  se  p  è  questa  carat- 
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teristica,  m — p  forme  sono  linearmente  esprimibili  mediante  le 
altre  p,  indipendenti  fra  loro.  Ciò  si  può  anche  riconoscere  osser- 
vando che,  se  alle  x  si  attribuiscono  valori  arbitrari!  non  tutti 
nulli,  e  si  calcolano  i  corrispondenti  valori  delle  u,  le  uguaglianze 
che  definiscono  queste  forme  si  possono  riguardare  come  costituenti 
un  sistema  di  equazioni  compatiMi,  i  cui  determinanti  caratteri- 
stici debbono  per  conseguenza  essere  tutti  nulli.  É  dunque  sempre 

• 

=  0, 


«li    <^it 


a 


Si 


a 


%% 


aip    u^ 


cipi    api Opp    Up 

(tri       Uft Urp        U^ 


Cioè  (III,  7) 


^r  =  i^aira,jUj    ,    (rr=p4.l,jp  +  2,...,m). 


«,j 


XI.  TRASFORMAZIONI  LINEARI. 


1.  Immaginiamo  che  in  una  o  più  forme  algebriche  di  n  varia- 
bili ^1 ,  0^2 , . . . ,  o^n  si  sostituiscano  alle  x  le  seguenti  espressioni  : 


^l  =  '^H  Vi  +  ^i2  2/2  + +  ^mVn 

OO2  =  h^iV^  4-/128^8  + 4-  ^8n2/i 

a?n  =  ft«l  ì/l  +  ftn2  V«  + +  ^««1/. 


(1) 


Le  forme  date  rimarranno  trasformate  in  altrettante  forme  delle 
variabili  1/4 ,  !/«,...,  i/n  •  Trasformazione  lineare  è  l'operazione, 
espressa  dalle  (1),  mediante  la  quale  si  passa  dalle  prime  alle  se- 
conde forme.  Modulo  della  trasformazione  è  il  determinante 


K= 


'^ll       ^18  •  •  •  •  •  f^ln 


h 


ni 


^nS 


'nn 
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che  si  deve  prendere  diverso  da  zero  per  non  crear  legami  (X,  8> 
tra  le  a;.  Se  A  =  1 ,  la  trasformazione  dicesi  unimodulare. 

2.  Per  ritornare  alle  forme  primitive  bisogna  alle  nuove  forme 
applicare  un'altra  trasformazione  lineare,  detta  inversa  della  prima. 
Le  formolo  della  trasformazione  inversa  si  ottengono  evidentemente 
risolvendo  il  sistema  (1)  rispetto  alle  y.  Sia  k,^  il  .complemento  al- 
gebrico di  ktj'  Essendo  K=^0,  la  regola  di  Gramer  dà 


Ky^=K^^  fl^i  +  Kjg  07,  4- +  ^faOCn 

Kyn  =  Ki„  Xi  +  Kt^Xt+ +  K„„  a-«  . 

11  modulo  di  questa  trasformazione  è  (VII,  4) 


(^) 


K'^ 


il 


•^«1 


^11  ^ii 


Kin         Kg, 


^nn 


1 


3.  Operando  con  (1)  sul  sistema  di  forme  lineari 

a^iXi  +ai2CCt-{- +  ainXn    ,    (t  =  l,  2,  3, . .  .,n) 

questo  si  trasforma  nel  sistema 

&iil/i  +  l)izyt  + +  &.ny«    ,    (/  =  1 ,  2,  3, . . . ,  n) 

in  cui  le  b  sono  legate  alle  a  in  modo  semplice.  Se  infatti  sì  ap- 
plica la  trasformazione  (1)  alla  f^  forma  del  primo  sistema,  questa 
diventa 

«ti  ('^il  t/l  + +  ^mVn)  +  aa{h^i  I/i  + +  ftjnl/n)  +  .  •  - 

.  .  .  +  a»n(ft«ll/l  + +  hnnyn). 

Dunque,  raccogliendo  i  coefficienti  di  y, , 

ì)ij  =  aiihij-\-atzhtj  + 4-«tnAni . 


IL 
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Per  la  regola  di  moltiplicazione  dei  determinanti  si  vede  subito  che 


^1    & 


Ul 


fnì 


'nn 


«Il      «18 


Aln 
din 


Uni     UfA 


a 


nn 


/{ 


In      /t«n 


^nn 


adunque  ?/  delenninante  d'un  sistema  di  forme  lineari,  linear- 
mente trasformate,  è  uffuale  al  determinante  del  sistema  primi- 
tivo, moltiplicalo  pel  moduU)  della  trasformazione. 

4.  L*applicazione  di  più  trasformazioni  lineari,  eseguite  succes- 
sivamente, equivale  alFapplicazione  d*una  trasformazione  unica,  il 
cui  modulo  è  tuff  itale  al  prodotto  dei  moduli  delle  trasformazioni 
date.  Per  dimostrar  ciò  possiamo  evidentemente  limitarci  al  caso 
4li  due  trasformazioni: 

Xi  =  kiiyi  +  hayt-\- +  hin  Vn , 

Vi  =  Vii  Zi  +  ViiZt  + +  h'inZn  . 

Queste  nel  loro  insieme  equivalgono  alla  trasformazione  definita 
dalle  formole  che  si  ottengono  esprimendo  direttamente  lo  x  me- 
diante le  z.  Ora,  considerando  x^yX^^.-.^Xn  come  un  sistema  di 
forme  lineari  delle  y,  con  determinante  K,  è  chiaro,  pel  teorema 
precedente,  che  KIC  è  il  determinante  dei  nuovo  sistema  di  forme, 
cioè  il  modulo  della  trasformazione  risultante. 


6.  Trasfopmasionl  ortooonall.  Fra  lo  trasformazioni  lineari 
sono  particolarmente  importanti  quello  che  lasciano  inalterata  la 
somma  dei  quadrati  delle  variabili.  Perchè  la  trasformazione  (1) 
sia  ortogonale  bisogna  che  si  abbia  identicamente 

^1*  +  ^.'  + +  ccn'  =  y,'  +  y^^- +  yn'  ,    (3) 

cioè  che  nell'espressione 

(^11  1/t  +  •  •  •  +  Al«  Vnf  +  (^21  !/,+...  +  ftfn  2/„)'  +  .  .  • 

.  •  .  +  (Ani  l/l  +  .  .  .  +  /Innl/n)' 


il  coefflcieote  di  y^  sia  1  per  <^nl  valore  di  i,  e  quello  di  yi  y^  sia  0 
per  /=i=^.  Sviluppando  1  quadrati  si  vede  che  dev'essere 

«„«,+«,,»,+ +<^''-=\l',Z'iZ'j  <"' 

Reciprocamente,  se  queste  relazioni  sono  soddisfatte,  è  anche  veri- 
ficata l'identità  (3),  e  la  trasformazione  è  ortogonale. 

6.  Il  modulo  d'una  trasformazione  ortogonale  é  4;  1.  lolUtlì. 
elevando  a  quadrato  il  determinante  K,  e  tenendo  conto  delle  re- 
lazioni (4),  si  ottiene 


lo    i. 


lo    0., 


=  +  1. 


La  trasformazione  si  dice  destrorsa  o  sinistrorsa  secondo  che  K 
è  uguale  a  -|-i  0  a  — 1. 

7.  /  moduli  delle  trasfòrmaziont  ortogonali  sono  caraltertxzati 
dall'eguaglianza  fra  ciascun  loro  elemento  ed  il  rispettivo  com- 
plemento algebrico,  preso  col  segno  cambialo  quando  la  trasfor- 
mazione é  sinistrorsa.  Se  la  trasformazione  è  orti^nale,  le  rela- 
zioni (4)  danno,  per  f  =  l,2,3 n, 

l  ft.t  ftfi  -\-KtK  + +  ft»(  ft-j  =  0 


j  Ki  ft,j  +  ftij  Aw  + +  *-j  f^i  =  1 

Risolviamo  questo  sistema  rispetto  a  ft,j,  A„, . . .,  ft,^.  La  regola  di 
Cramer  dà  subito 

A:ft„  =  0  .  K,,  +  0  .  Ktf  + +  1  .  K,^  -I- +  0  .  K,.  =  K.J  . 

Heciprocamenle,  se  si  ha 

Kh^  =  ^i,  (5) 
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il  primo  membro  delle  relazioni  (4)  diventa 

ed  è  uguale  a  zero  se  i=hj,  all'unità  se  i=:j.  Le  relazioni  (4) 
sono  soddisfatte,  e  però  la  trasformazione  è  ortogonale. 

8.  Più  generalmente,  ogni  minore  del  modulo  d'una  trasforma- 
zione ort(^onale  è  uguale  al  proprio  complemento  algebrico,  preso 
col  segno  cambiato  quando  la  trasformazione  è  sinistrorsa.  Consi- 
deriamo infatti  nel  reciproco  di  K  un  minore  di  ordine  v.  Esso  è 
ugnale,  in  virtù  di  (5),  al  prodotto  di  IC  pel  corrispondente  minore 
K^  di  K.  D'altra  parte  sappiamo  (VII,  5)  che  il  medesimo  minore 
è  uguale  al  complemento  algebrico  di  K^,  moltiplicato  per  K"'^. 
Dunque,  dividendo  per  K"*'^,  si  vede  che  KK^  è  uguale  al  com- 
plemento algebrico  di  K^. 

9.  Perchè  una  trasformazione  sia  OìHogonale  è  necessa7*io  e 
sufficiente  che  il  suo  modulo  sia  identico  a  qicello  della  trasfor- 
mazione inversa,  scritto  per  orizzontali  invece  che  per  verticale 
Se  la  trasformazione  (1)  è  ortogonale  si  vede,  introducendo  nelle  (2) 
il  risultato  (5),  che  la  condizione  enunciata  è  necessaria.  Recipro- 
camente, se  le  relazioni 

^i  =  feti  l/l  +  /5i8  1/2  + .  +  fetn  1/n  , 

yi  =  huXi  +  ftwiC8+ +  hniXn 

rappresentano,  per  /=l,2,3,...,n,  due  trasformazioni  inverse, 
ha  luogo  la  relazione  (5),  e  le  due  trasformazioni  sono  orto- 
gonali. 

10.  Cofttriixione  di  trasformazioni  ortogonali.  Una  tras- 
formazione ortogonale  è  definita  dal  suo  modulo.  Gli  n*  elementi 
di  questo  modulo  non  sono  tutti  arbitrarli,  ma  debbono  soddisfare 
alle  condizioni  (4),  le  quali  sono  in  numero 

n  +  ^n{n  —  i)=:-^n{n  +  i), 
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cioè  n  con  secondi  membri  uguali  airunità,  ed  ^n(n  —  1)  con  se- 
condi membri  nulli.  Segue  da  ciò  che  ad 

n^  —  ^n{n  +  ì)=  ^n{n—  i) 

elementi  si  possono  attribuire  valori  arbitrarii»  risultando  allora 
generalmente  determinati  gli  altri  ^n{n-ri)  elementi,  che  deb- 
bono soddisfare  ad  un  egual  numero  di  condizioni.  Invece  di  pren- 
dere nn{n  —  1)  elementi  arbitrarii  possiamo  cercare  di  esprimere 

tutti  gli  n*  elementi  mediante  ^n{n — 1)  quantità  arbitrariamente 

.scelte.  Tale  determinazione  è  stata  fatta  (*)  da  Gayley  mercè  l'ele- 
gante metodo  che  stiamo  per  esporre.  Sia 

A=  a^^    «jj ain 

I 


^I        Clnt ««1.  ! 


un  determinante  pseudosimmetrico,  con  elementi  principali  uguali 
airunità,  dimodoché 

aij  =  —  aji    se    i  =p=j ,  ed  a^  =  1 .  (6) 

Nel  determinante  A  sono  arbitrarii  i  soli  elementi  situati  da  una 
parte  della  diagonale  principale,  e  possiamo  supporre  che  questi 

n^O^  —  1)  elementi  siano  appunto  le  quantità  mediante  le  quali 

si  vogliono  esprimere  gli  n*  elementi  del  modulo  K.  Consideriamo 
le  trasformazioni  espresse  dalle  relazioni 

Xi=.a^iZi-^aiiZi'\- -f-  ttin  Zn , 

yi=^auZi  +  aìiZ%  + +  «m  Zn , 

per  2  =  1,2,3,  ...,n.  Sommando  e  tenendo  conto  delle  relazioni 

(6)  si  ottiene 

x,  +  yi^2Zi,  (7) 


n  Giornale  di  Creile,  t.  XXXII. 
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Intanto  le  trasformazioni  inverse  di  quelle  considerate  sono  espresse 
dalle  relazioni 

AZi  =  oLiiXi  +  a9iXt  + +  aniOCn, 

AZi  =  aiiyi  +  art  i/t  + +  ainVn , 

le  quali  diventano,  in  virtù  di  (7), 

2  2  /  2  \  2 

y»  =  -  Oli  iPi  +  2  <*«  ^  + +  [  ^  Oii  —  1  1  «i  -f- +  2  ^*  ^"  » 

2  2  /  2  \  2 

a?t  ==  2  "*■*  yi + 2  ^^*  "^ +  (  2  ^»  ""  M  y» + + 2  ^•"  y«  • 

È  dunque  (§  9)  ortogonale  la  trasformazione  lineare,  il  cui  modulo 
ha  per  elemento  generale 


^i  = 


^cUi  — 1  ,  se  i=j 


2^ii 


,   se  i^j 


(8) 


11.  La  trasformazione  così  costruita  è  sempre  destrorsa.  In- 
atti il  suo  modulo  è 


K 


=(!)• 


«u  — 9^    a 


12 


a 


1 


21 


^22  "~'  2 


Ctni 


a„t 


(Xln 
0l2n 


Oinn—^A 


1 
2 


11  prodotto  di  'A  pel  determinante  scritto  nel  secondo  membro  ha 
per  elemento  generale 

Cij  =  «il  0,1  +  «it  a,-t  + +  (iii  (%  — 2-4]  + +  «ina^n  , 

cioè 


r  =  n 


Cij  =  y.  ^irCtjr  —  2  -^  ^V  • 


ral 


le)  secondo  membro  è  nulla  se  i=^J,  ed  è  uguale 
sr  conseguenza 


c„=:A—ii Aa,i  =  ^A  . 


0  (Vili,  7)  che  A  non  è  mai  nullo,  K=i. 


I  Coitruire  il  modulo  d'una  traaformaeione  orlogontàe  del 
prooo  di 


6|  =  l  +  a'-|-ft'  +  e' 


I    l+a>     a6-c      ca  +  6   1. 
\abJt-e       I  +  È»    6c  — a 
\ea  —  b      6e  +  tt       l  +  c"! 

^  (8),  il  mi>dalo  richiesto: 


S"  — e» 


2  (afe  —  e) 


2  (ea  +  ft) 


6*  +  <!*  l-l-o'  +  È'  +  e'  l+o' 

-J) 1— g'-i-fci  — e*  2(ée  — g) 

6»4-tf«  iJ^a*-\-b*  +  <?  l  +  a»  +  6'  +  c" 

-6) 2{fa  +  a)  1  -a«  — a'-j-e* 

ò»  +  <!*  l  +  a'+6'  +  <J  i-f  a«-)-6»  +  c" 
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Xn.  LE  QUADRIGHE. 


1.  Sono  particolarmente  importanti  nelle  applicazioni  deiraigebra 
le  quadriche  o  forme  quadratiche  (X,  1)  di  n  variabili  : 

+  2a^^x,x^  +  2a,3a?ia?3  +  2a^j,x^x^  + 


Si  suole  scrivere  brevemente 


V  =  y\aijXiXi, 


intendendo  che  agli  ìndici  i  ed  j  debbansi  separatamente  attribuire 
tutti  i  valori  interi  da  1  ad  n.  Il  determinante  simmetrico 


A  = 


«Il       «18 


tìJnl       CLvt 


a 


IMI 


dicesi  discriminante  di  U,  e  la  quadrica 


F  =  Va^aj^a?,, 


che  ha  per  discriminante  il  reciproco  di  A,  si  dice  forma  reci- 
proca di  U, 

2.  Allo  studio  della  quadrica  U  si  connette  quello  d*un  sistema 
di  forme  lineari,  il  cui  determinante  è  identico  al  discriminante 
della  forma: 


U^z=a^^X^-\-a^^X^  + +  «i»  Xn  , 

Wg  =  tìfj^  ^i  +  a„  ^^  + +  Utn  Xn  , 

Un  =  Uni  Xi  +  ant  Xt -{- +  ««n  X»  . 


(1) 


vere 

+ +  «.«,;  {2Ì 

e  nelle  .t  e  nelle  u.  Quando  queste 
1  quadrica  data  si  trasrorma  nella 
lo  legami  ftv  le  nuove  variabili: 
In  questa  ipotesi  l'applicazione 
.  (1)  dà 

M,  + +  O-l  «.  . 

w,  4- +  o,,  «. , 

«t  + +  cu.  w, . 


:e  in  altro  modo  osservando   che 
I)  e  (2)  esige  che  si  abbia 


««        Mn  I 

».    v\ 


.  Un  0 


ìlla  trovata  in  fine  del  precedente 
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paragrafo.  Adoperando  invece   le  variabili  primitive  si  può  scri- 


vere 


1     , 

j^n  —  i      ^11       ^12 


«81       «22 


00^ 


JCd 


«In       a?i 


ctfli    a„j a„n    ^f 


a7n      0 


È  utile  ritenere  queste  due  forme  di  U. 

4.  È  ovvio  che  una  quadrica  si  può  esprimere  mediante  un  nu- 
mero comunque  grande  di  variabili  :  basta  immaginare  che  a  cia- 
scuna variabile  si  sostituisca  una  forma  lineare  di  nuove  variabili, 
il  cui  numero  superi  quello  delle  variabili  primitive.  Viceversa  im- 
porta saper  riconoscere  se,  data  una  quadrica,  questa  sia  esprimi- 
bile mediante  un  minor  numero  di  variabili  indipendenti.  Suppon- 
gasi dunque  che  nella  quadrica 


n 


U=z^    UijXiXj 


si  pervenga  a  gruppare  linearmente  le  n  variabili  x,  in  modo  che 
O  resti  espressa  mediante  le  m  nuove  variabili 

Vi  ^^  ^11  X^  -p  «42  X^  "T" I      ^In  *^n  > 

Vi  ^^—  ^li  X^  -j-  «22  X^  -j- -j-  nzn  Xn  , 


Vm ^mi  ^i  "1     '^ml  ^8  "T"  •  •  •  •  »  "T"  ^mn  Xn  . 


Sia 


m 


U^^biiV^Vj 


»,j 


la  nuova  espressione  di  U.  Immaginando  che  in  essa  si  sostituiscano 
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le  {/,  e  9i  paragoni  poi  il  risultato  alla  primitiva  espressione  di  U, 


SI  ottiene 


m 


j«=m 


a„=^^i'^»rfty,  =  ^C^r  ftj,  , 


(3) 


«iJ 


i  =  i 


dove 


t  s=m 


C,r  =  2_j  ^'i  ^•''  • 


(4) 


i^\ 


Ineguaglianza  (3)  mostra  che  il  discriminante  ^1  è  il  prodotto,  ese- 
guito per  verticali,  delle  matrici 


Oli     Cjj 


Ctn 


Orni     ^«1 


^mn 


'^«l      '^«t 


I 


'^ml     '^w« 


'«n 


(5) 


Se  m  <  n,  questo  prodotto  è  (V,  2)  nullo.  Dunque,  se  una  quadrica 
è  riducibile  ad  un  minor  numero  di  variabili,  il  suo  discriminante 
è  nullo.  Fra  breve  si  vedrà  che,  quando  il  discriminante  è  nullo, 
la  quadrica  è  riducibile,  e  si  potrà  cosi  enunciare  il  teorema: 
perchè  una  quadrica  sia  irriducibile  è  necessario  e  sufficiente 
che  il  suo  discriminante  sia  diverso  da  zero. 

5.  Se  m  =  n,è  A  =  CK,  e  la  (4)  mostra  che  si  ha  pure  C=BK. 
Dunque  A  =  BK*.  E  però  la  trasformata  lineare  d'una  qiuidrica 
è  un'altra  qiuidrica,  che  ha  per  discriminanie  il  discriminante 
della  quadrica  primitiva,  moltiplicato  pel  quadrato  del  mx)dulo 
della  trasformazione. 

6.  iM  caratteristica  del  discriminante  d'una  quadrica  rappre- 
senta il  minimx)  numero  di  variabili,  cui  la  quadrica  stessa  è 
riducibile.  Sia 


ò  = 


a 
a 


il 


Si 


a 
a 


il 


se 


a 


ip 


tp 


Upi    ap^ 


a 


pp 
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il  determinante  principale  di  A.  La  compatibilità  delle  equazioni  (1) 
e  (2)  esige  (IX,  5)  che  sia 


«Il    «i« 


«IP    ^1 

Clip       ^2 


a 


Vi 


w. 


a^p    Up 


t^. 


6" 


=  0 


Se  ne  deduce  (III^  7) 


U=:^^aijUiUj  , 


*,J 


dove  «ij  è  il  complemento  algebrico  di  a^  in  ò.  Cosi  vediamo  che  U 
trovasi  effettivamente  ridotta  ad  una  forma  quadratica  delle  sole 

p  variabili  u^y  u^, ,Up:  queste  sono  indipendenti  fra   loro 

perchè  ò=f=0.  Siccome  poi  ò  è  il  discriminante  della  nuova  qua- 
drica,  non  è  possibile  (§  4)  un  ulteriore  abbassamento  nel  numero 
delle  variabili.  Quest*ultìma  asserzione  si  può  anche  provare  osser- 
vando che  ogni  minore  di  A ,  dell'ordine  v,  è  uguale  (V,  4)  al  pro- 
dotto di  due  matrici,  ottenute  staccando  dalle  matrici  (5)  certe  v 
verticali.  Finché  v  supera  m  il  teorema  di  Binet  ci  dice  che  il 
prodotto  delie  due  matrici  è  nullo.  Ne  segue  che  sono  nulli  tutti 
i  minori  di  A,  il  cui  ordine  supera  m,  e  però  dev'essere  p^m, 
cioè  non  è  possibile  ridurre  la  quadrica  a  meno  di  p  variabili. 

7.  Per  le  quadriche  irriducibili  si  è  (§  2,  3)  riconosciuto  possibile 
il  passaggio  da  una  forma  alla  forma  reciproca  ;  ma  è  facile  vedere 
che  altrettanto  non  si  può  fare  per  le  quadriche  riducìbili.  Anzi- 
tutto si  osservi  che,  se  p  <  n  —  1,  la  forma  reciproca  non  esiste: 
tutti  i  minori  ouj  sono  infatti  uguali  a  zero,  poiché  hanno  l'ordine 
superiore  a  p.  La  forma  reciproca  esiste  quando  p  =  n  —  1  ;  ma 
la  caratteristica  del  suo  discriminante  è  (VII,  3)  uguale  all'unità. 
La  detta  forma  è  dunque  (g  6)  riducibile  ad  un  sol  quadrato.  In 
altri  termini  :  la  forma  reciproca  (tuna  quadrica  riducibile  è, 


ido  esiste,  ti  quadrato  d'una  forma  lineare.  Ciò  sì  può  anche 
)3trare'dìrettamente.  Prima  si  osservi  che  almeno  un  elemento 
cipale  a„  del  reciproco  è  diverso  da  zero,  altrimenti  sarebbero 
[,  4)  nulli  tutti  gli  elementi  del  reciproco.  Poi  si  scriva 

a„  F  =  >   o„ o,j  iCt Xj  —  2, •*"■  Ofj  ^> '^i  ' 

!ro 

;„  r ^ N   <k,Xi.a^Xj^=  (a,i  a;i  +  a,» ^  + +  0™  ";,)* . 

Xm.  PROPRIETÀ  INVARIÀUnVE. 

Invarianti.  Siano  a,  b,  e, i  coefficienti  d'una  c{uaDtica,  ed 

',  &, gli  analoghi  coefficienti  d'una  sua  trasformata  lineare. 

tp{a,b,c,...)  una  espressione  dei  coefficienti  a,  &,  e,...  Se,  qua- 
ue  sia  la  trasformazione  lineare  adoperata  per  passare  dalla 
la  alla  seconda  forma,  si  ha 

ipia'.t/,cf,...]=K'(p(a,b,c,...),  (i) 

ido  K  il  modulo  della  trasformazione,  l'espressione  <p  dice»! 
rUmie  della  forma  data.  Quando  r  =  0,  i  nuovi  coefficienti 
legati  a  quelli  della  forma  primitiva  in  modo  indipendente 
i  trasformazione  impiegata,  e  l'invariante  si  dice  assoluto.  In 
»so  non  è  generalmente  possibile  trasformare  la  quantica  data 
Itra  egualmente  data,  poichà  i  nuovi  coefficienti  a',  b',  &,.,. 
possono  essere  presi  ad  arbitrio,  ma  debbono  soddisùire  alla 
iione 

cp  (a',  6',  (/, . . .  )  —  <p  (Q,  6,  e, . . .  ) .  (2) 

CIÒ  premesso,  è  facile  indagare  se  esistono  forane  che  non 
neltono  invarianti  assoluti.  Se  una  forma  di  n  variabili  ha 
efficienti,  si  capisce  che  in  generale  si  può  trovare  una  tras- 
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formazione  lineare,  che  la  cambii  in  altra  ^antica  data,  purché 
il  numero  r?  degli  elementi  della  trasformazione  non  sia  inferiore 
a  quello  delle  condizioni  cui  debbono  soddisfare,  il  quale  numero 
è  appunto  v,  giacché  le  dette  condizioni  si  ottengono  esprimendo 
che  i  V  coefficienti  della  trasformata  prendono  i  valori  a',  V,d,.., 
assegnati  a  priori.  B  però  dev'essere  (X,  1),  se  non  esiste  il  vin- 
colo (2), 

«+1     n  +  2    «4-3  n  +  m— 1^ 

-— J .    \ — -   .    i ! <I  4* 

2  8  4  m        =^' 

Si  noti  che  il  prodotto  dei  primi  due  fattori  è 

J(n  +  l)(n  +  2)  =  n  +  i(n-l)(n-2)>n: 

n  si  suppone  intero  e  superiore  alFunità.  Siccome  i  fattori  seguenti 
son  tutti  superiori  alFunità,  la  relazione  considerata  non  può  essere 
soddisfatta  per  valori  di  m  che  superino  3.  Dunque  m  =  2  o  m  =  3. 
Nel  primo  caso  n  può  essere  qualunque,  nel  secondo  è  necessaria- 
mente n  =  2.  In  altri  termini  non  può  una  relazione  come  la  (2) 
aver  luogo  per  le  qtcadriche  e  per  la  cubica  binaria.  E  però  son 
queste  le  forme  che  non  ammettono  invarianti  dissoluti.  Per  le  altre 
forme  avviene  che  v  supera  n\  e  la  dififerenza  v  —  w*  rappresenta 
il  numero  degli  invarianti  assoluti.  Per  esempio  una  forma  binaria, 
di  grado  m  >  2,  ha  m  —  3  invarianti  assoluti  :  una  forma  ternaria, 

dello  stesso  grado,  ne  ha  ^  (m  + 1)  (w  -}-  2)  —  9  ;  ecc. 

3,  Una  forma  che  rum  ha  invariante  assoluto  rum  può  arn,' 
mettere  pfU  d'un  invariante  ordinario.  Infatti,  se  la  forma  ammet- 
tesse gli  invarianti  cp  e  ij;,  trasformantisi  linearmente  in  K^q>  e 
Jf'Hi,  è  chiaro  che  9«i||-p  si  trasformerebbe  in 

e  sarebbe  un  invariante  assoluto. 

4.  Una  quadrica  ha  un  invariante  solo  :èil  suo  discriminante. 
Già  si  è  (XII,  5)  dimostrato  che  il  discriminante  è  un  invariante. 

CbsIbo,  AnaliMi  atg^ÌMriea  5 


Non  può  esistere  un  altro  invariante,  perchè  (§  3}  le  guadriche 
non  ammettono  (g  2)  invarianti  assoluti. 

6.  Per  la  medesima  ragione  non  può  la  cubica  binaria 

a,  a*  +  3(7,  a^y  -\-  3a,  xy*  +  o,  y' 

avere  più  d'un  invariante.  E  questo  è 

4  (a„  a,  —  o,*)  (a,  a,  —  a,*)  —  (a,  Oj  —  a,  a,)' , 

come  in  seguito  si  vedrà.  Del  reato  un  calcolo  diretto,  cbe  non 
oSee  difficolti,  mostra  che,  dopo  una  trasformazione  lineare  di 
modulo  K,  l'espressione  precedente  non  fo  che  acquistare  il  fet- 
tore  E*.  Invece  la  biquadratica  binaria 

a„  ic*  +  4  a,  iB*t/ +  6  a,  .r*  tf*  +  4  flj  icv"  +  a,  i/* 
ha,  oltre  l'invariante 

/  =  a,  a^  —  4a,  a,  4-  Saj' , 
che  si  trasforma  linearmente  in  E*I,  anche  l'invariante 

a,    a,    a,   =aoa,a4  +  2a,a,o,  — a,'  — OoOi*  —  a 
Of    a, 

che  si  trasforma  in  S*J.  L'unico  invariante  assoluto  della  forma 
considerata  è  dunque  (§  3)  espresso  dal  quoziente  di  7*  per  J*. 

6.  Invece  d'una  forma  sola  possiamo  considerare  un  sistema  di 
quantiche,  e  definire  l'invariante  come  precedentemente  (§  1)  sup- 
ponendolo espresso  mediante  i  coefllcienti  di  tutte  le  forme  del  si- 
stema. Per  esempio,  il  determinante  d'un  sistema  di  n  forme  lineari 
di  n  variabili  è  un  invariante,  perchè  soddisfa  (XI,  3)  alla  (I) 
per  r=  1.  Quando  si  conosce  un  invariante  d'una  forma  se  ne  de- 
ducono facilmente  invarianti  del  sistema  di  più  forme  simili.  Limi- 
tiamoci al  caso  di  due  quadriche,  fiicendo  osservare  che  il  metodo 
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segaente  è  applicabile  ad  un  numero  qualunque  di  quantiche.  Sup- 
poniamo che  una  trasformazione  lineare  cambii 


y^^ij^iCCj  ,  y ^ bij Xj Xj 


rispettivamente  in 


V  «'v  ^i  ^;   »   T^  &'v  '^i  ^i  • 


E  chiaro  che  la  medesima  trasformazione  cambierà 

^  [aij  +  X  &y)  Xi  Xi    in    ^  (a'y  +  X  &'„)  o^i  a?> , 

essendo  X  una  quantità  arbitraria.  Se  iT  è  il  modulo  della  trasfor- 
mazione, dovrà  (XII,  5)  essere 


=Z^ 


Onl+X&nl    an2  +  Xftnt«-'0«n  +  X6rin 


Ciascun  membro  si  sviluppa  (II,  7)  in  un  polinomio  di  grado  n 
in  X.  Per  esempio  il  determinante  del  secondo  membro  si  può  scri- 
vere cosi  : 

<Po  +  ^<Pi  +  X'cpjj  + +  ^"<Pn . 

Indicando  con  cp/  ciò  che  diventa  qpy  quando  ai  coefficienti  delle 
forme  primitive  si  sostituiscono  quelli  delle  trasformate,  si  ha 

cp'o  +  X(p',  + -[.Xnq>'„  =  x«((Po  +  X(p,  + +  '^''^n) 

qualunque  sia  X.  Dunque 

(p\  =  Z*(p,    ,     (v  =  0, 1,2,  ...,n) 

e  però  cpo»  (Pi>  <P2)  •  •  •  >  9n  sono  invarianti  del  sistema  considerato. 
Si  osservi  che  q>o  ^  9"  coincidono  rispettivamente  con  A  ^  B. 
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I  nuovi  invarianti  ottenuti  sono  q>i,  q)^,...,  (Pn-i,  e  si  ha,  per 
esempio, 


<Pi  = 


^U       ^It  •  •  '^In  I     1 


'21 


Clf^  •  •  .  Ctfn 


&«I       ^nt  •  •  •  ^« 


t^l2  •  •  •  ^hn 


a 


Cini       &nt  •  •  •  (^f 


+  ...+ 


^ii         12  "  *  *  ^*    ' 
^tl     ^tt  •  •  •  ^ft»  , 


dni    (ita  ...&««, 


ecc.  Si  noti  che  ognuna  di  queste  q>  si  può  considerare  come  un 
invariante  parziale  d^una  sola  forma  per  tutte  quelle  trasformazioni 
che  lasciano  inalterata  Taltra  forma. 

7.  InYarlanti  ortoganall.  Quando  si  esige  che  (p (a,  &,  e,...)  sìa 
invariante,  non  per  tutte  le  possibili  trasformazioni  lineari,  ma  solo 
per  quelle  che  sono  ortogonali  (XI,  5),  si  ottengono  gli  invarianli 
ortogonali,  evidentemente  più  numerosi  degli  invarianti  generali 
precedentemente  considerati.  Così  una  quadrica  U  di  n  variabili 
ha,  oltre  il  discriminante,  altri  n  —  i  invarianti  ortogonali,  della 
cui  ricerca  vogliamo  qui  occuparci.  Per  Tosservazione  fatta  in  fine 
del  precedente  paragrafo  è  invariante  ortogonale  di  U  ogni  inva- 
riante simultaneo  dì   U  e  della  forma  ^i* +  «?,*  + +  ^n*- 

Dunque,  per  quanto  si  è  detto  nello  stesso  paragrafo,  sono  inva- 
rianti ortogonali  di  U  i  coefficienti  cpo  >  <Pi  »  •  •  •  »  9»»  - 1 ,  (qpn  =  1)  delle 
potenze  di  X  nello  sviluppo  di 


«11  +  ^       «12 


ai, 


a 


ei 


«jt  +  X Oi» 


a 


ni 


«nt 


«rni+X 


Precedentemente  (IV,  9)  si  e  visto  che  qp^  è  la  somma  di  tutti  i 
minori  principali  di  A,  delFordine  n  —  v.  Adunque  :  la  somma  di 
tutti  i  principali  rrvtnjori  simili  del  discriminante  d'una  qttadrica 
è  un  invariante  ortogonale  di  questa  forma, 

8.  Eserolzlii  a)  Scrivere  gli  invarianH  ortogonali  deUa  quadrica  ternaria 

aa^  +  by^  +  eg^  +  2fys  +  2ggx  +  2hxy. 


Il  dùeiinùnaDtd 
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a  h  g 
h  h  f 
g     f    e 


ha  per  minori  principali,  oltre  a,  h,  e. 


h    f 

f    e 


==6c-/«, 


e  g 
g   a 


Cfi^g^, 


h    b, 


Gli  inTarianti  ortogonali  richiesti  sono  dnnqne 

a  +  b  +  c,  ftc  +  ca  +  oò  — /*— ^*  — ^»,  abc  +  2fgh  ^  af^  —  bg*  ^  chK 

b)  Trovare  un  moarUmU  del  sistema  di  due  qwidriche  temane.  Sian  queste 
la  forma  dell^^sercizio  precedente  e  Taltra 

oTic»  +  by  +  c'«"  +  2rys  +  2g'gx  +  2h'xy. 

L*invarìante  richiesto  è 


a'  h  g 

+ 

a  K  g 

+ 

a  h  g- 

K  b   f 

h  V   f 

h  h  r 

^  f  e 

g   f  e 

9   f  e- 

doè,  BTÌlnppando, 

die  +  ab'e  -{-oM-ìr  2{fgh  +  f^h  +  fgh') 
-  (a'f*  +  Vg*  +  dW)  -  2(<»/r  +  W  +  e^^')- 


XIV.  FORME  CANONICHE. 


1.  Allorché  una  quantica,  trasformata  linearmente,  acquista  la 
più  semplice  forma  di  cui  è  suscettibile,  si  dice  che  si  trova  ridotta 
a  forma  canonica.  Per  esempio,  la  cubica  binaria 

si  può  ridurre  alla  forma  a^-{-y^  mediante  una  trasformazione  li- 
neare, poiché  basta  sostituirvi  a?  =  cu»' -|- Pi/' »  y  =  foo' -\-by' ^  e 
determinare  le  quattro  incognite  a,  p,  t,  ^  esprimendo  che  i  quattro 
coefficienti  della  nuova  forma  sono  rispettivamente  uguali  a  quelli 
di  a^  +  y^,  che  si  può  dunque   assumere  come  forma  canonica 


a  cubica  considerata.  Invece  non  è  possibile  prendere  ic*  + 1/*  +  a' 
ì.  canonica  delle  cubiche  ternarie,  perchè  nove  sarebbero 
là  da  determinare,  mentre  il  numero  delle  condizioni  cui 
ioddisbre  è  uguale  al  numero  dei  coefflcienti  della  forma, 
ìCi.  Perciò  si  suole  introdurre  una  decima  indeterminata  k 
ere  come  forma  canonica  a^ -\- y' -\- x^ -\- Qkxyz.  È  bene 
che  queste  riduzioni  possono  fallire  in  casi  specieUL  Esi- 
*  esempio,  cubiche  binarie  non  riducibili  ad  ìt^  +  y",  e 
invece  ad  xy*. 

forma  canonica  delle  quadriche  di  n  variabili  si  suole 

V  =  a,y*  +  Qji/,'  + +  a„i/„» ,  (i) 

i  sono  quantità  costanti,  e  le  ]/  son  forme  lineari  delle 
variabili  x.  La  riduzione  d'una  quadrìca  a  forma  cano- 
>s8ibile  in  inQniti  modi,  giacché  gli  n*  elementi  della  tras- 
le  inanità 

/  ir,  —  A-„  [/.  +  fr„  V,  + +  fcu  Vr. 

1  a;,  =  fr„  i/,  4-  fr„  i/j  + +  k„  y, 

j (2) 

\  a?»  =  frni  yi  +  frrt  !/(  + +  k„  V, 

wddisfare  soltanto  ad  ^n(n  — 1)  condizioni.  Infatti,  per 
7  alla  forma  (1)  mediante  la  trasformazione  (2),  biat^na 
ire  gli  elementi  ft,j  in  modo  che  sia  o,  ^0  per  i=^j  nella 
trasformata.  Ma  la  trasrormazione  à  perfettamente  deter- 
lando  si  richiede  che  sia  ortogonale.  Essa  deve  (XI,  10) 

[disfare  ad  s«(n+l)  condizioni  per  l'ortogonalità,  e  ad 
n  —  1)  condizioni  perchè  la  trasformata  abbia  la  forma  (1). 
)  totale  delle  condizioni  è  dunque  uguale  a 

\nin-^i)-\r\n{n~i)  =  n\ 
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cìoò  ai  numero  degli   elementi  da  determinare.  Occupiamoci   di 
questa  determinazione.  * 

3.  Immaginiamo  che  dalla  (1)  si  ritorni  alla  forma  primi- 
tiva mediante  la  trasformazione  inversa  della  (2),  la  quale  tras- 
formazione è  definita,  in  forza  dell'ortogonalità  (XI,  9),  dalle 
formole 

yi  =  Ki^i  +  Ki^i  + +  ^1  ^«  » 

Vj  =  ft^g  a?,  +  ft,«  a?3  + +  ftn,  tì?n  , 

1/n  =  ftln  ^1  +  '^t»  ^8  + -^-^rmO^n- 

La  forma  (1)  diventa 

C/  =  V  a^  {k^r  ^1  +  *«r  ^2  + +  f^nr  ^n)*. 

Identificando  con  la  primitiva  espressione  di  U  si  ottiene 

r  =  n 

cioè,  per  j  =  1, 2, 3, ... ,  n, 

(  a»!  =  Qi  Jiii  /tu  +  a«  ftit  ftit  + +  a„  fttn  hin , 

aa  =  Oi  ftii  fttl  +  ai  ftii  fej  -|- +  On  /Itti  fttn  • 

din  =  ai  /5ii  ftftl  +  <*l  ^«  ftnl  + +  On  ft»„  ft^i  • 

Riguardando  ai  fta  >  cit  /^tt,  • .  •  »  cu  /i«n  come  incognite,   la  regola  di 
Cramer  dà 

Koj  kij  =  an  Kij  +  aitK9j  + +  Uin  k^-  ; 

poi,  in  forza  di  note  proprietà  (XI,  6,  7), 

«i  kij  =  da  hij -^-^  a^M  htj  + +  din  h^j . 


Ora,  beeodo  i:=  1. 3. 3 n,  al  ottàeoe  il  siBtema 

)  a,,  R,j  +  (fl„  —  a,)  ft»,  + +  ab.ft„j=0. 


(3) 


[  a-i  ft«4-«-i  ^  + +  (a«,  —  a,)  ft.,  : 


=  0, 


sì  pu&  considerare  come  un  sistema  di  n  equazioni  lineari  ed 
genee,  ad  n  incognite.  Perchè  si  possano  avere  per  le  inco* 
^  ^1) .  ^  >  •  •  ■  >  ^  valori  non  tutti  nulli,  è  necessario  e  sufficiente 

sia  nullo  il  determinante  del  sistema  : 

(4) 


Oh 

—  a, 

a„ 

. .  -  flu 

a,. 

Ott 

—  Oj.. 

...a*. 

On! 

a^ 

...a-,— 

°f 

conseguenza  a,,  a,,  a,, 

a„ — SD    a,, 

fli,  a„  —  X.. 


,  Oh  sono  le  n  radici  dell'equazione 


jrò  (VI,  4)  hanno  valori  reali. 

Ora  è  beile  determinare  gli  elementi  della  trasformazione, 
ndo  uso  dei  sistemi  (3),  in  cui  le  a  sono  ormai  quantità  cono- 
te.  Considerando  il  sistema  (3)  che  corrisponde  ad  un  determi- 
I  valore  di  J,  sappiamo  che  le  incognite  sono  (X,  5)  proporzio- 

ai  complementi  algebrici  d^li  elementi  d'una  linea,  ovvero 
l,  4),  ostervando  che  il  determinante  del  sistema  è  simmetrico, 

radici  quadrate  dei  complementi  algebrici  degli  elementi  pria- 
li.  Se  s,f  è  il  complemento  algebrico  di  aa  —  a^  nel  determi- 
te (4),  si  4ia,  per  ogni  valore  di  J, 


hi  _  l=ti  _ 


__^_ 1 
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purché  si  osservi  la  relazione  h\  +  ft*f;  + +  '^'iv  =  1-  Dunque 


'       f  «i^'  +  atj  +  .-.  +  an^ 


5.  Qualora  si  noti  che  il  discriminante  della  (l)  è  a^oua3...an» 
e  che  però  differisce  da  zero  se  nessun  coefficiente  a  è  nullo,  si 
vede  subito  che  ogni  forma  canonica  è  per  sé  stessa  irriducibile. 
Il  metodo  esposto  nei  due  precedenti  paragrafi  ha  il  vantaggio  di 
essere  applicabile  anche  alle  quadriche  riducibili,  e  per  conseguenza 
permette  di  effettuare  la  riduzione  della  quadrica  data  al  minimo 
numero  di  variabili.  Ed  effettivamente  airequazione  (5)  si  può  (lY,  9) 
dar  la  forma 

designando  con  cTt  la  somma  di  tutti  i  minori  principali  di  A,  che 
hanno  Tordine  v.  Questi  minori  sono  tutti  nulli  se  il  loro  ordine 
supera  la  caratteristica  p  del  discriminante.  Dunque,  se  la  quadrica 
è  riducibile,  Tultima  equazione  diventa 

(o>  —  a:  (Tp-i  +  ^*  cTp-t  — +  o^-^  (Ti  +  a?p)  af^  =  0 . 

Questa  possiede  n — p  radici  nulle,  e  però  nelFespressione  cano- 
nica (1)  sussistono  soltanto  p  termini,  cioè  la  quadrica  è  ridotta  al 
minimo  (XII,  6)  numero  di  variabili. 

6.  Passiamo  ad  esporre  un  altro  elegante  metodo  di  riduzione  a 
forma  canonica,  applicabile  alle  sole  quadriche  irriducibili.  Osser- 
vando che  la  trasformazione 

Vi  =  ^1  +  ^^12  ^2  +  ^18  ^3  + +  ftm  (X)n  , 

1/9=  ^2  +  ^23  ^3  + -i-htnXn, 

racchiude  tante  indeterminate  quante  sono  le  condizioni  da  soddis- 
Éare  per  la  riduzione  a  forma  canonica,  cioè  ów(w  —  1),   sup- 
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poniamo  w,+i^x,+t  = :=ir.^O.  Ciò  equicale  a  limitare  la 

forma  a  sole  v  variabili,  e  si  vede  che  la  trasfonnazione  {&),  in 
ione  V  per  n,  è  quella  che  cambia  nella  forma  cosi  limitata 
icanonica  0,1/,' +a,y,'  +  ...+a,j/,*,  poiché  v,+i,i/,+i,...,v. 
llano  insieme  alle  corrispondenti  x.  Il  discriminante  dell'nl- 
rma  è  a^a,  ...a,,  quello  della  trasformata  è 

At=   (2,1    a„ a„  ,  (7) 


«,,    a„ a„  ' 

asformazione  (6)  è  manifestamente  unimodulare.  Per  conse- 
(XU,  5) 

^,^a,a,a, a,. 

coefficiente  a  può  esser  nullo,  altrimenti  la  forma  conside* 
tie  si  suppone  gi&  ridotta  al  minimo  numero  di  variabilr, 
ìbbe  espressa  mediante  meno  di  n  variabili-  Segne  da  ciò 
eterminanti  A,  son  tutti  diversi  da  zero,  e  però  si  hanno 
a  i  valori  ben  determinati 

A,  A,  A. 

a,=A,,  a,  =  -^'  .  03  =  ^-'  ,..  ..a.  =2 — -■ 

diamo  che  la  quadrica  considerata  è  riducibile  alla  forma 

a 

^ ,  y ,'  +  j;  y.*  +  ^  Va*  -I- +  5717  v-*  '       (8) 

le  A  hanno  il  significato  (7). 

toga  d'Inarsla.  Abbiamo  già  osservato  (%  2)  che  le  forme 
he  d'una  quadrica  di  n  variabili  sono  in  numero  2«(n+  1) 
ifinito  ;  ma  è  notevole  che  tutte  godano  d'una  proprietà  co 
importantissima,  segnalata  da  Sylvester  :  è  la  te^^s  d'fti«ryto 
ìrme  quadratiche.  Siano  a, ,  a, a,  e  p, ,  p, , . . . ,  $„  i 
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coefficienti  di  due  forme  canoniche  d'una  stessa  quadrica,  dimodoché 
si  abbia 

=  Pil/i'+p2l//+p3!/3*  + +  Pnyn«.  (9) 

per  tutti  i  sistemi  di  valori  delle  x  o  delle  y.  Si  assumano  a  va- 
riabili indipendenti  le  x,  restando  le  y  espresse  linearmente  me- 
diante le  X,  Siano  jit  e  v  i  numeri  dei  coefficienti  negativi  nei  due 
membri  di  (9),  e  si  supponga  ji  <  v.  Alle  jn  variabili  x^  che  hanno 
coefficienti  negativi  nel  primo  membro,  diamo  il  valore  0.  Restano 
n  —  ji  variabili,  che  possiamo  sempre  determinare  in  modo  che 
risultino  uguali  a  zero  quelle  variabili  y,  nel  secondo  membro  di  (9), 
che  hanno  coefficienti  positivi.  Queste  ultime  variabili  sono  infatti 
in  numero  n  —  v<n — ili,  e  però  la  determinazione  indicata  è 
(X,  3)  possibile  in  infiniti  modi.  Se  fosse  m  >  v,  annulleremmo,  con 
lo  stesso  processo,  i  termini  positivi  nel  primo  membro  ed  i  nega- 
tivi nel  secondo.  Dunque,  se  \i  differisse  da  v,  esisterebbero  infiniti 
sistemi  di  valori  delle  variabili,  pei  quali  Tidentltà  (9)  si  ridurrebbe 
aireguaglìanza  assurda  fra  una  quantità  essenzialmente  positiva  ed 
un'altra  essenzialmente  negativa.  È  dunque  necessario  che  sia  iLt=v 
In  altri  termini  :  nelle  infinite  forme  canoniche  d'una  data  qua- 
drica  è  costante  il  numero  dei  quadrati  presi  con  uno  stesso 
segno.  In  tutto  ciò  si  sottintende  sempre  che  si  tratti  di  forme  e 
trasformazioni  a  coefficienti  reali. 

8.  Osservazioni  I  aj  Segue  immediatamente  dalla  legge  d'i- 
nerzia che,  se  si  vogliono  conoscere  i  segni  dei  quadrati  nelle  forme 
canoniche  d'una  quadrica  data,  basta  osservare  i  segni  d'una  sola 
forma  canonica,  per  esempio  della  (8).  Evidentemente  a,  ha  il 
segno  +  o  il  segno  — ,  secondo  che  A^^i  ed  A^  hanno  lo  stesso 
s^no  o  segni  opposti.  Per  conseguenza  :  U  numero  dei  termini 
negativi  in  ogni  forma  canonica  d'una  quadrica  è  uguale  al 
numero  delle  variazioni  dei  segni  nella  successione  1 ,  ^^ ,  A^,„.,  ^». 
Si  consideri,  per  esempio,  una  quadrica  ternaria 

aa^  +  &!/*  +  cz^  +  2fyz  +  2gzx  +  2hxy  , 
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si  paò  sempre  sut^wrre  a>0.  Ia  forma  è  rtdoubUe  ad 
'  —  i*  se  il  ano  discriminaDte  è  neoativo,  e  B.A  of -\- y* -i- z* 

*  —  y*  —  2*  quando,  essendo  jm^/Udo  il  discriminante,  si  ha 

*  0  oB  <  A',  rìspettiramente. 

Occorre  spesso  di  dover  considerare,  nelle  applicazioni,  qua- 
essenziaimente  positive.  Una  simile  forma  non  può  anunet- 
ladrati  negativi  nelle  sue  espressioni  canoniche,  altrimenti 
ebbe  ferie  prendere  valori  negativi  annullando  qaelle  varia- 
:ui  quadrati  son  presi  positivamente.  Bisogna  dunque  che  i 
inanti  A^,  A,,...,  A.  siano  tutti  positivi,  e  ciò  basta  perchè 
la  sia  obbligata  a  restar  sempre  positiva.  Adunque,  perchè 
drtea 

<*ii  i^i*  +  «n  "^t*  + +  a—  a:/ 

+  2a,,  (c,  a;,  -|-  2a„  a;,  a;,  +  2a„  (C,  ai,  + 

enxtalmente  positiva,  sotto  necessarie  e  sufUctentt  le  con- 


a„  a„  I  >  0 , 


mùaìamo  «on  rIcoiiì  oenni  intorno  kIU  riduzione  delle  forme  bmarie  « 
iDOnica.  Si  tenti  di  tnsformare  la  quMtia» 


a,ar  +  —  a,x~-'>t/+- 


^'<i,«— »y«+...+«.r   ao) 


•omma  di  m*^  potenze 

o.{«  +  i.y)"+a,(a!  +  X.y)-  + +  n.C«  +  X,y)-,        (11) 

ira  tnMiino  v.  Qoando  si  cerca  di  identìflcare  (10)  ood  (11)  si  ottengono 
Minditioni,  mentre  2v  sono  le  indetenninate  contenote  nell'espiendoDe  (11). 
arie  determinare,  in  generale,  è  necessario  cbe  sia  2v>^m-^l,  e  perb  v 

re  preso  ngnale  al  minimo  intero  non  snperato  da  ^(m-|-l).  Sein=^2n — 2, 

,  e  ti  hanno  2n  —  I  coodiiioni  fra  2n  indeterminate.  Ne  s^ne  cbe  le 
le  binarie  dì  grado  pari  sono  ridncibili  in  infiniti  modi  a  form»  canonica. 
9em  =  2H  —  1,  è  voch,  e  si  hanno  Zn  condiziuoi  fra  2n  indeterminate. 
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Adunque  le  a  e  le  X  rìeseono  pienamente  determinate  nel  easo  d*una  quantica 
binaria  di  grado  dispari.  Sia 


aft«*»-i  + 


2n—l 


ai«*'*-'y+ 


{2n— l)(2n— 2) 


a,««»-*y«  +  ...  +  atn-iy*"-* 


1     -1--        ^  .             12 
=  a,(a?  +  X,y)^-i  +  a,(a;  +  X4y)5»-i  + +  an(«  +  X»y)»»-i . 

Identificando  si  ottiene 

*o       =  <»i  +  <»9  + +  On  f 

fll  «=3  tti  X|  +  Oj  ^  -}-.......  -f-  On  X»  t 

a,       «a,X,«        +a,X,"       + +  a»Xn*        ,      (12) 

atn-i  =  a4Xi«— i  +  o«X,««-i  + +  a,X»«»-i. 

Considerando  le  n  -|- 1  equazioni  che  seguono  la  (v  —  1)°^  ricordiamo  che  le 
dette  equazioni,  racchiudenti  le  n  incognite  ai,  a^». .  •  >ani  non  possono  coesi- 
stere se  non  è 

«t        Xi'        X,'     X«'        «0, 

«T  +  1     V+*     V+* Xn'+* 


a,+n  Xi»+«  Xt'+". . . . .  X,'+« 


cioè,  dividendo  per  Xi*  X^V  . .  Xn* , 

0*        1       1 
«v+i   Xi     X, 


1 


<h+n    Xi"     X,* 


An 


0 


Se  Oq,  a^y  a^, . . . ,  an  sono  i  complementi  algebrici  degli  elementi  della  prima 
verticale,  Tultima  condizione  si  può  scrìvere  così: 

•o«t+aia,+4  4-a,a,+,+ +  a«a,+n  =  0  ,      (v  =  0,  l,2,...,n— 1). 

Inoltre,  sostituendo  alla  prima  rerticale  nn*altra  qualunque, 

a«  +  aiXi  +  a,Xi«  + +  anXi»=30. 

Abbiamo  dunque,  osBervando  che  le  a  non  dipendono  da  v, 

ao         H-aiXi  +  aiXi"     + +  a»X»«      =0, 

•o«©     4-«i«i+«i«i     + +  mnan       =0, 

aofli       +«l««+"l«8       + +  «nan+i    ==0, 

E  qaesto  un  sistema  di  n  -f-  1  equazioni  lineari  omogenee  nelle  a ,  e  se  queste  a 


aTTieae  quando  le  X  sodo  tutte  dìrene  he,  loro,  il  deter- 
i  nacesauìiimeiite  Dallo,  e  »  ha 


...,Xii.  Basta  daoqne  rìgolvere  l'eqQ&zione  (13)  p«r  ottenere  ì 
ioatitaendoli  in  n  eqDaiioni  (12),  qnalanque  esse  siano,  sì  otter- 

kI«  ■  Bi^tm  a  forma  oattowea  la  euMca  binaria 

ax'  -\-  3fta^  +  Scxy*'\'dy'. 
i*,  la  cubica  «i  porrebbe  snbito  sotto  la  forma  volata  : 
I  /        1    .  >i   ,    ""i —  ^    . 

-^(ax  +  b^y-ì — ^—y'- 

#&>.  Se  l'invariante  (XUI,  5) 

r  =»  4  (oc  —  6")  (M  —  c^  —  (od  —  6c)» 
ro,  l'eqaaiione  (13)  fombce  due  distinte  radici 

od  — fe  +  V^Tf  _od  — &c  — t^^^ 

™       2{oc  — a»)  '    ^~'      2(oc  — 6*)  ' 

a  +  p  =  o  ,oX  +  PM  =  ft 
a  e  P  valori  ben  determinati,  tali  che  alla  cubica  considerata  ai 

i  aaoi  coefficienti  intercede  la  relazione  7^0,  la  eabic»,  se  non 
forma  lineare,  non  è  ridadbile  alla  forma  accennata  ;  ma  si  pnA 
.)  ferie  assumere  la  forma  o(a'  +  Xy)*(a;  + fiy)  prendendo 

l   ad  —  bc     „bd-(/>         _ a(<K  —  6*) 
3'oc  — 6«~    od  — frc  '   **"o(M-c^' 
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XV.  FONDAMENTI  DELLA  TEORIA 
DEI  NUMERI  IRRAZIONALI 

1.  Acquistata  dairaritmetìca  elementard  la  teoria  dei  numeri 
razionali,  cioè  dei  numeri  interi,  compreso  lo  zero,  e  dei  numeri 
frazionarli,  immaginiamo  decomposto  in  due  classi,  che  diremo 
inferiore  e  superiore,  il  campo  di  questi  numeri,  in  modo  che  ogni 
numero  della  classe  inferiore  sia  inferiore  ad  ogni  numero  della 
classe  superiore.  Può  darsi  che  nella  classe  inferiore  esista  un  nu- 
mero a,  superiore  a  tutti  gli  altri,  o  che  la  classe  superiore  con- 
tenga un  numero  ì?,  inferiore  a  tutti  gli  altri  della  stessa  classe. 
In  questo  caso  si  dice  che  la  decomposizione  operata  definisce  un 
numero  razionale,  e  precisamente  il  numero  a  o  il  numero  b.  Del 
resto  si  noti  che  a  e  b  non  possono  esistere  simultaneamente,  al- 
trimenti si  potrebbe  fra  essi  inserire  infiniti  altri  numeri  razionali, 
che  non  apparterrebbero  né  all'una  né  alFaltra  classe.  Ma  può 
anche  darsi  che  né  a  né  ^  esistano.  In  questo  caso  conveniamo  di 
dire  che  quel  modo  di  decomposizione  definisce  un  numero  irra- 
zionale. I  numeri  irrazionali  sono  dunque  definiti  da  quelle  decom- 
posizioni del  campo  razionale,  che  hanno  le  seguenti  proprietà  :  — 
l""  un  numero  qualunque  della  classe  inferiore  è  inferiore  a  qua- 
lunque numero  della  classe  superiore  —  2*  non  esiste  nella  classe 
inferiore  alcun  numero  che  superi  tutti  gli  altri  —  S""  non  esiste 
nella  classe  superiore  alcun  numero  che  sia  inferiore  a  tutti  gli 
altri  della  stessa  classe. 

2.  Se,  per  esempio,  mettiamo  in  una  classe  il  numero  razionale  a  e  tutti  i 
nomerì  razionali  inferiori  ad  a,  la  classe  superiore  sarà  formata  dai  numeri  ra- 
zionali superiori  ad  a,  ed  avrà  la  proprietà  di  non  contenere  alcun  numero  in- 
feriore a  tutti  gli  altri,  poiché,  preso  in  essa  un  numero  a',  è  noto  dalla  teoria 
dei  numeri  razionali  (*)  che  fra  a  ed  a'  >  a  si  possono  inserire  infiniti  altri  numeri 


(*)  Conviene  rammentare  che,  operando  su  numeri  ras ionaU  con  addiitoni,   sottrasioni, 
molti pllcasioni  e  diTisioni,  si  ottengono  sempre  numeri  ragionali. 
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razionali,  appartenenti  necessariamente  alla  classe  superiore.  Ma  la  classe  inferiore 
non  ha  la  proprietà  di  non  contenere  alcun  numero  superiore  a  tutti  gli  altri, 
perchò  un  tal  numero  esiste,  ed  è  appunto  a.  Questo  modo  di  decomposizione 
non  definisce  donque  un  numero  irrazionale,  ma  definisce  il  aumefo  razionale  a. 

8.  Invece  si  osservi  che  il  numera  ]/2  non  esistè  finché  si  resta  chiusi  nel 
campo  dei  numeri  razionali;  ma  è  possibile  definirlo  come  un  numero  irrazionale, 
corrispondente  alla  decomposizione  fatta  secondo  il  seguente  criterio:  si  mettano 
nella  classe  superiore  tutti  i  numeri  razionali  positivi,  il  cui  quadrato  supera  2, 
e  nella  classe  inferiore  ogni  altro  numero  razionale.  Per  dimostrare  che  questa 
decomposizione  del  campo  razionale  definisce  un  numero  irrazionale  bisogna  far 
vedere  che  le  due  classi  hanno  le  proprietà  volute  per  tale  scopo.  È  anzitutto 
evidente  che  i  numeri  della  classe  inferiore  sono  inferiori  a  quelli  della  classe 
superiore,  pojchè  di  due  numeri  razionali  positivi  è  più  piccolo  quello  che  ha  il 
minor  quadrato.  Inoltre,  se  a  è  un  numero  positivo  della  classe  inferiore,  esiste 
sempre  nella  stessa  classe  un  numero  razionale  che  supera  a.  Per  accertarsene 
basta  far  vedere  che  si  può  sempre  determinare  un  numero  A,  razionale  e  posi- 
tivo, tale  che  a  -|-  A  appartenga  alla  classe  inferiore,  tale  cioè  che,  avendosi  o^  <  2, 
si  abbia  ancora  {a~\-hf<i  2,  ovvero 

(2a  +  A)A<2  — a». 

Se  prendiamo  A  <  1 ,  Tultima  disuguaglianza  sarà  soddisfatta  per 

Adunque  basterà  prendere  h  razionale,  positivo  ed  inferiore  al  piti   piccolo   dei 

numeri  1 ,  n     x^y  -  ^^  modo  analogo  si  dimostrerebbe  che,  se  a  appartiene  alla 

classe  superiore,  esiste  sempre  un  numero  razionale,  inferiore  ad  a,  che  appa^ 
tiene  alla  stessa  classe. 

4.  Cguaollaiisfl  «d  ineonaflllamia.  I  numeri  A  e  Bù  dicono 
tcffiuili,  e  si  scrive  A  =  3,  quando  le  classi  di  A  sono  identiche 
alle  corrispondenti  classi  di  B.  É  poi  evidente  che  Tidentità  delle 
classi  inferiori  trae  seco  quella  delle  classi  superiori,  e  viceversa. 
Si  dice  che  A  è  inferiore  a  jB,  e  si  scrive  A  <  B,  quando  esiste 
qualche  numero  razionale  apparteiìente  nel  tempo  stesso  alla  classe 
superiore  di  A  ed  all'inferiore  di  B,  In  particolare,  se  P  è  razio- 
nale, rineguaglianza  A  <B  esprime  soltanto  che  B  appartiene  alla 
classe  superiore  di  A.  Si  dice  che  A  è  positivo  quando  supera  0, 
cioè  quando  la  sua  classe  inferiore  racchiude  0.  Si  dice  che  A  è 
negativo  quando  0  appartiene  alla  classe  superiore  di  A. 
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5.  Httmeri  ugiiall  In  valore  assoluto.  Ai  numeri  della  classe 
inferiore  di  ^  si  cambii  il  segno,  e  si  considerino  come  appartenenti 
alla  classe  superiore  d*un  altro  numero  B,  la  cui  classe  inferiore 
sia  costituita  dai  numeri  della  classe  superiore  di  A,  presi  negati- 
vamente. È  chiaro  che  A  ^  B  hanno  segni  opposti,  poiché  0  ap- 
pai*tiene  nel  tempo  stesso  alla  classe  inferiore  di  A  ed  alla  superiore 
di  E,  0  viceversa.  Ciò  posto,  si  conviene  di  dire  che  i  numeri  A 
e  B  sono  ugìmli  in  valore  assoluto j  e  si  scrive  5  =  —  A,  Si 
osservi  che,  ripetendo  sulle  classi  di  B  ciò  che  si  è  fatto  su 
quelle  di  Aj  si  otterrebbe  A,  In  altri  termini,  se  5  =  —  Ay 
è  A  =  —  B. 

6.  Numeri  Inversi.  Sia  A>Oy  e,  limitandoci  a  considerare  i 
soli  numeri  razionali  positivi,  prendiamo  i  numeri  inversi  di  quelli 
(Ielle  due  classi  di  Ay  invertendo  le  classi  stesse.  Si  definisce  così 
un  altro  numero  B,  che  si  dice  inverso  di  ^   e  si  rappresenta 

con  2  •  È  facile  vedere  che  da  B  =  -^  si  deduce  -4  =  ^ .  Se  poi 

A  è  negativo,  il  simbolo  ^  rappresenta  un  numero  negativo,  il  cui 
valore  assoluto  è  inverso  del  valore  assoluto  dì  A.  Finalmente,  non 
cessiamo  mai  di  tener  presente  che,  per  ^  =  0,  il  simbolo  -j  non 
è  stato  definito,  e,  per  conseguenza,  non  ha  alcun  significato. 

7.  Se  A  <  By  esistono  infiniti  nuTneri  razionali  compresi  fra 
A  e  B.  Infatti  esiste  sempre  un  numero  razionale  a,  tale  che  sia 
A  <a  <  B,  Siccome  a  non  può  essere  il  massimo  numero  nella 
classe  inferiore  di  B,  esiste  in  questa  classe  almeno  un  numero 
razionale  a'  >  a,  che  appartiene  anche  alla  classe  superiore  di  A, 
dimodoché  A  <  a  <  a'  <  B.  Ora  possiamo  inserire  fra  a  ed  a'  in- 
finiti numeri  razionali,  ognuno  dei  quali  avrà  la  proprietà  di  ap- 
partenere simultaneamente  alla  classe  superiore  di  A  ed  alFinfe- 
riore  di  B. 

8.  La  coppia  di  inegua^iianze  A.  <  B,  B  <  G,  trae  seco  l'ine- 
gìmglianza  A  <  G.  Si  osservi  che  la  definizione  delle  ineguaglianze 

CbsA&o,  Analisi  algebrica  G 


■iF3»'-J!.~^' 


—  es- 
si può  rendere  piccola  quanto  si  vuole  prendendo  n  sufficiente- 
mente grande. 

11.  DaUa  classe  inferiore  d'un  numero  irrazionale  si  può 
sempre  staccare  una  successione  di  numeri  razionali  non  decre- 
scentiy  che  finiscano  per  superare  ogni  numero  della  classe  in- 
feriore. La  successione  a,a^,a^,a^,,,,,  costruita  precedentemente, 
è  tale  che  ogni  suo  numero  è  uguale  o  superiore  a  quello  che  lo 
precede.  Ora  basta  far  vedere  che,  preso  un  numero  qualunque  a* 
nella  classe  inferiore,  si  può  trovare  un  valore  di  n  sufficientemente 
grande  perchè  sia  a„  >  a'.  Siccome  a'  non  è  il  massimo  numero 
della  classe  inferiore,  si  può  sempre  trovare  un  altro  numero  a'^  >  a', 
appartenente  alla  stessa  classe.  Intanto  si  è  visto  che  la  differenza 
K  —  Cin  si  può  rendere  inferiore  a  qualunque  numero  positivo,  ed 
in  particolare  ad  a"  —  a\  dimodoché  si  ha  ì)n  —  a»  <  a"  —  a\  per 
un  conveniente  valore  di  n,  cioè 

an>&n  — a"  +  a'>a'. 

12.  Dopo  ciò  è  chiaro  che  la  successione  a,  a^,  a^, . . .  (o  pure 
^>^i>  &2  >.•••)  P^è  servire  a  definire  il  numero  irrazionale  A,  giacché, 
supponendola  data,  essa  opera  la  decomposizione  del  campo  razio- 
nale in  due  classi,  aventi  le  solite  proprietà.  Basterà  ascrivere  ogni 
numero  razionale  a'  alla  classe  inferiore  o  alla  classe  superiore, 
secondo  che  riesce  possibile  o  impossibile  trovare  nella  data  suc- 
cessione un  numero  non  inferiore  ad  a\  Questa  osservazione  ha 
importanza  in  quanto  che  apre  una  nuova  via  per  lo  studio  dei 
numeri  irrazionali,  considerando  questi  come  definiti  da  successioni 
di  numeri  razionali.  La  teoria  delle  successioni  di  numeri  fu  rigo- 
rosamente stabilita  da  Heine  nella  Memoria  "  Die  Elemente  der 
Functionenlehre  „  (*),  e  la  teoria  dei  numeri  irrazionali  si  confuse 
con  essa  nelle  opere  di  G.  Gantor,  di  Lipschitz  e  di  altri.  Ma  trenta 
anni  prima,  nelFins^namento  ed  in  troppo  modeste  pubblicazioni, 
il  prof.  Catalan  aveva  già  messo  le  basi  della  nuova  teoria  degli 


n  Oiornale  di  Creile,  t.  LXXIV. 
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4.  rioHiplioazione.  Siano  A  e  B  positivi.  Essendo  a,  ì),  a\  V 
dei  numeri  razionali  positivi,  soddisfacenti  alle  (1),  ogni  numero  r, 
razionale  e  positivo,  può  avere  una  delle  forme  ab,  a!h\  o  nessuna 
delle  due.  Se  r  non  ha  la  forma  a&,  dev'essere  sempre  r  >  ab,  al- 
trimenti da  r  <ab  si  ricaverebbe  -  <  &  <  J?,  ed  r  sarebbe  scom- 
ponibile,  contrariamente  all'ipotesi,  nel  prodotto  di  due  numeri  ra- 
zionali, a  ed  -,  rispettivamente  inferiori  ad  ^  e  J?.  Similmente,  se 

r  non  ha  la  forma  a!b\  dev'essere  sempre  r  <  a!b\  Per  conse- 
guenza, se  r  non  ha  né  la  forma  ab^  né  la  forma  o!b\  si  ha 
a&  <  r  <  a'&'  per  tutti  i  valori  di  a,  b,  a\  &',  soddisfacenti  alle  (1). 
Se  non  esiste  alcun  numero  razionale  dotato  di  questa  proprietà, 
vuol  dire  che  ogni  numero  razionale  ha  l'una  o  l'altra  delle  forme 
ab,  a'b\  Si  consideri  allora  il  numero  irrazionale  definito  dalle 
classi  (a&)  ed  (a'&').  Si  vede  cosi  che  esiste  certamente  un  nu- 
mero 'C,  razionale  o  irrazionale,  dotato  della  proprietà  di  superare 
sempre  il  prodotto  di  due  numeri  razionali  positivi,  rispettivamente 
inferiori  ad  ul  e  ^^  e  di  lasciarsi  superare  dal  prodotto  di  due  nu- 
meri razionali  qualunque,  rispettivamente  superiori  ad  ^  e  ^. 
Questo  numero  è  unico.  Infatti,  prendendo  a'  —  a  e  &'  —  &  inferiori 
al  numero  7ij  razionale,  positivo  ed  inferiore  ai  numeri 


1  , 


a  +  6  +  l  ' 

essendo  e  positivo  e  piccolo  ad  arbitrio,  si  ha 

cfb^<{a  +  h){b  +  h)  =  ab-^{a  +  b-\-h)h<ab  +  {a  +  b  +  i)h\ 

poi  a'V  ^ab<^.  Dunque  (XV,  9)  il  numero  C  è  ben  determinato. 
Esso  è,  per  definizione,  il  prodotto  dei  numeri  A  e  J?,  e  si  rappre- 
senta con  AB. 

5.  U  prodotto  di  due  numeri  resta  cosi  definito  soltanto  nel  caso 
che  ì  numeri  stessi  siano  positivi.  In  generale  si  chiama  prodotto 
di  A  per  J9  e  si  rappresenta  con  AB  \\  prodotto  dei  valori  asso- 
luti di  ^  e  ^,  preso  positivamente  o  negativamente  secondo  che 


L 
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XVn.  TENDENZA  AL  LIMITE. 


1.  Dttfinisioni.  a)  Si  dice  che  il  numero  a.,  variabile  con  n, 
è  inflnUamenie  grande,  quando,  crescendo  n  all'infinito,  esso  finisce 
per  diventare  e  restare  superiore  a  qualsiasi  numero  dato,  arbi- 
trariamente grande.  In  termini  espliciti,  se  ad  ogni  numero  N  cor- 
risponde un  numero  v,  tale  che  per  n  >  v  sia  sempre  On  >  iV,  si 
dice  che  On  è  infinitamente  grande,  o  che  cresce  oltre  ogni  limite, 
0  che  tende  all'infinito. 

ì>)  Si  dice  che  il  numero  a^  è  infinitamente  piccolo  o .  infini- 
tesimo quando  finisce  per  diventare  e  restare  inferiore,  in  valore 
assoluto,  a  qualsiasi  numero  positivo,  arbitrariamente  piccolo.  In 
altri  termini,  se  ad  ogni  numero  positivo  €  corrisponde  un  numero  v, 
tale  che  per  n  >  v  sia  sempre  (*)  |  a„ |  <  €,  si  dice  che  il  numero  a„ 
è  infinitesimo,  o  che  tende  a  zero. 

e)  Più  generalmente,  quando  si  dice  che  a^  tende  ad  a,  o 
che  la  successione  a^^a^ya^y...  ammette  il  limite  a,  e  si  scrive 
lim  a^^=ia,  si  vuole  esprimere  che  la  difierenza  a»  —  a  è  infini- 
tesima. In  particolare,  il  limite  d'un  infinitesimo  è  zero, 

dj  Si  suole  anche  scrivere  lim  an  =  co  per  esprimere  che  On  è 
infinitamente  grande,  e  si  suol  dire^  in  un  linguaggio  puramente 
convenzionale,  che  a«  ha  per  limite  Tinfinito  positivo,  o  semplice- 
mente Yinfinito.  Si  dice  poi  che  an  ha  per  limite  Tinfinito  negativo, 
e  si  scrive  lim  a„  =  —  co,  per  esprimere  che  —  «„  tende  airin- 
finito. 

2.  Osserwazionl  I  a)  Se  a»  tende  ad  a,  — a»  tende  a  — a.  In- 
fatti  le  differenze 

an  —  a  ,  —  «n  —  ( —  a)  =  a  —  a„ , 


(*)  Con  I  X  !  si  suole  rappresentare  il  valor»  assoluto  di  x. 


\ 
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un  certo  numero  di  proposizioni,  la  cui  dimostrazione  si  rende  fa- 
cilissima se  si  osserva  che,  in  virtù  della  definizione  (§  1,  b,  e), 
resistenza  del  limite  a  di  a»  implica  la  possibilità  di  trovar  sempre 
un  valore  di  n,  a  partire  dal  ^uale  a,  superi  qualsiasi  numero 
inferiore  ad  ql,  e  divenii  inferiore  a  qualsiasi  numero  superiore 
ad  a:  basta  prendere  €  uguale  al  valore  assoluto  della  difTerenza 
fra  a  ed  il  numero  considerato.  Cosi,  riferendoci  a  cose  dette  pre- 
cedentemente (XVI,  11),  possiamo  asserire  che  un  numero  irra- 
zionale si  può  sempre  considerare  come  limite. d'una  sv,ccessione 
di  numeri  razionali. 

« 

4.  Una  variabile  non  può  tendere  simultaneamente  verso  più 
limiti.  Infatti,  se  a»  ammettesse  due  limiti  non  uguali,  preso  fra 
loro  ad  arbitrio  un  numero  e,  potremmo  trovare  un  valore  del- 
rindice,  a  partire  dal  quale  avremmo  contemporaneamente  a^  <  e, 
an>c:  ciò  è  assurdo.  Tuttavia  bisogna  osservare  che  a„  può  be- 
nissimo tendere  verso  differenti  limiti,  per  diverse  forme  dell'in- 
dice.  Ck>sì,  per  esempio,  la  successione 

12     13     14     1 

3' 8'i'4'5 '5  »6* 


non  ha  limite  determinato,  ma  ì  termini  di  posto  dispari  tendono 
a  zero,  e  quelli  df  posto  pari  tendono  alFunità. 

5.  Se  due  variabili  tendono  a  limiti  di/ferenti,  quella  che  ha  U 
maggior  limite  finisce  per  superare  l'altra.  In  altri  termini, 

sé    lim  a„  >  lim  &n    ,    è    a„  >  &„ 

a  partire  da  un  certo  valore  dell'indice.  Infatti,  fissato  arbitraria- 
mente un  numero  e  fra  i  due  limiti,  si  ha,  per  un  valore  di  n 
convenientemente  grande,  e  per  tutti  i  valori  superiori,  an>  e, 
K<c,  e  però  a„>  bn. 

6.  Se  una  variabile  finisce  per  mantenersi  inferiore  ad  un'altra, 
il  limite  della  prima  variabile  non  può  superare  qi^ello  della  se- 
conda. In  altri  termini, 

se    an<bn    ,    è  lim  ««  ^  lim  &» , 
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La  differenza  a»  —  &«,  compresa  fra  0  e  la  quantità  infinitesima 
On  —  Cny  tende  a  zero.  E  anche  infinitesima,  per  ipotesi,  la  diffe- 
renza &«  —  a.  Dunque  (§  8)  a»  —  a  è  infinitesima,  cioè  si  ha 

liman  =  a  =  limc«. 

11.  La  somma  di  più  variabili,  in  numero  finito,  che  tendono 
a  limiti  determinati,  ha  per  limite  la  somma  dei  limiti  stessi.  Se, 
infatti,  le  variabili  a«,  &«,  c„,.... tendono  rispettivamente  ad  a,  &,  c,...r 
vuol  dire  (§  1,  e)  che  sojio  infinitesime  le  differenze  a^ — »,&«—&> 
Cn — e,.;.,  ed  è  perciò  (§8)  infinitesima  la  loro  somma 

an+&»+Cn+...— (a  +  &+c-f ...). 
Dunque 

lira  (an+&n+c„+---)=«+&  +  c+...=lima„+ lina  &«+limCn+--' 

Fra  i  corollarii  di  questa  proposizione  segnaliamo  il  seguente:  se 
la  differenza  di  dìie  variabili  tende  a  zero,  e  se  una  di  esse 
tende  ad  un  limile,  anche  l'altra  tende  allo  stesso  limite.  Infatti, 
se  fln  tende  ad  a,  ed  On  —  K  ^  zero,  si  ha 

lim  &„  =  lim  a„  +  lina  (àn  —  a„)  =  a. 

12.  Il  prodotto  di  più  variabili,  in  numero  finito,  che  tendono 
a  limiti  determinati,  ha  per  limite  il  prodotto  dei  limiti  stessi. 
In&tti,  se  moltiplichiamo  fra  loro  i  numeri 

an=a  +  {an  —  a),  &„  =  &  +  (&„  —  &),  Cn  =  c-^(Cn^c), ... 

il  prodotto  risulta  uguale  ad  abc...  aumentato  d'un  numero  finito^ 
di  termini,  ciascuno  dei  quali  è  infinitesimo,  e  però 

lim  On  &n  Cn . . .  =  ttbc . . .  =  lim  a„ .  lira  pn .  lim  c„ . . . 

13.  Se  an  tende  ad  un  limite  a,  diverso  da  zero,  -  tende  ad  -. 

'  '  an  a 

Infatti,  prendendo  n  sufficientemente  grande  perchè  «„  abbia  e 
conservi  il  segno  del  suo  limite,  sì  ha 
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Inferiore,  e  trovato  un  numero  a„  che  lo  superi,  ogni  numero  ra- 
zionale compreso  fra  r*  ed  On  apparterrà  alla  stessa  classe.  Adunque 
l'immaginata  decomposizione  del  campo  razionale  deQnisce  (XV,  1) 
un  numero  a,  razionale  o  irrazionale  (').  Risulta  dalla  teoria  dei 
numeri  irrazionali  (XV,  11)  che,  dato  e  positivo  ed  arbitrariamente 
piccolo,  si  può  sempre  trovare  nella  classe  inferiore  di  a  un  nu- 
mero r,  che  superi  a  —  e.  Quindi,  trovato  un  numero  «n  superiore 
ad  r,  sarà  a  fortiori  an>  a  —  e;  cioè  la  differenza  a  —  On  sarà 
inferiore  ad  e,  e  rimarrà  poi  sempre  inferiore  ad  e  quando  n  cresce, 
perchè  a  rimane  fisso  ed  a„  cresce  con  n.  Dunque  lim  a„  =  a. 
Analogamente  si  dimostra  che  una  successione,  i  cui  termini  vanno 
decrescendo  (o,  meglio,  non  vanno  crescendo),  tende  airinflnito  ne- 
gativo 0  ad  un  limite  finito. 

2.  Teorema  IV  Ogni  successione  è  scomponibile  in  un  nu- 
Tnero  finito  o  infinito  di  successioni,  ciascuna  delle  qicali  ha  un 
limite  finito  o  infinito. 

La  successione  proposta,  se  non  contiene  infiniti  numeri  inferiori 
o  uguali  ad  a^,  ne  racchiude  certamente  infiniti  che  superano  a^: 
sapponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  contenga  infiniti  numeri  supe- 
riori ad  a^,  e  sia  a^^  uno  di  essi.  Questo  può  a  sua  volta  essere 

seguito  da  qualche  numero  a,^  che  lo  superi,  e  fra  i  numeri  che 

seguono  a,^  può  darsi  che  se  ne  trovi  uno,  a^^^,  superiore  ad  a^^,  ecc. 

Se  la  scelta  di  questi  numeri  può  essere  continuata  airinfinito,  si 
viene  a  staccare  dalla  successione  data  una  successione  di  numeri 
crescenti,  i  quali  tendono  (§1)  necessariamente  ad  un  limite  finito 
o  infinito.  Nel  caso  contrario  si  dovrà  finire  per  trovare  qualche 
numero  a^  ,  non  superato  dai  numeri  che  lo  seguono.  Fra  questi 

resteranno  sempre  infiniti  numeri  superiori  ad  a^\  sia  a,^  uno  di 

essi,  e  si  inizii  una  nuova  successione  di  numeri  crescenti,  che 
potrà  fermarsi  ad  un  termine  a,  ,  non  inferiore  ad  alcun  termine 


(*)  Razionale  quando  osiate  nella  clasie  superiore  un  numero  inferiore  a  tutti  gli  altri 
della  iteua  daaee. 


1     ' 
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può  tendere  verso  qualunque  numero  superiore  all'unità,  che  non 
superi  10.  Infatti,  se  a:  è  un  tal  numero,  basta  far  percorrere  ad  n 
la  successione  dei  massimi  numeri  interi  contenuti  in 

10     100     1000     10000 


X    *      X    '        X      *        X 


perchè  On  tenda  ad  x. 

5.  Teorema  III.  Perchè  an  abbia  un  limite  finito  e  detenni' 
nato  è  necessario  e  sufficiente  che  ad  ogni  numero  positivo  e, 
arbitrariamente  piccolo,  corrisponda  un  numero  v,  tale  che  sia 

\anf  —  ar^f\<e  (1) 

per  ogni  coppia  di  valori  di  n'  ed  n",  superiori  a  v. 

Se  On  tende  ad  a,  vuol  dire  che,  dato  e  positivo  e  piccolo  ad 
arbitrio,  si  può  determinare  v  in  modo  che  si  abbia 


«nf  —  a 


<!• 


anff  —  a 


<i. 


per  tutti  i  valori  di  n'  ed  n",  superiori  a  v.  Dunque 

an* ^n"  I  <  I  ^n' ^  |  4"  I  ^n" «  |    <  €  . 


Inversamente  dobbiamo  dimostrare  che,  quando  la  condizione  (i) 
è  soddisfatta,  On  tende  ad  un  limite  finito  e  determinato.  Prima  si 
osservi  che  la  variabile  a^  rimane  sempre  finita,  perchè,  dato  e , 
la  condizione  (4)  permette  di  trovare  un  tal  valore  di  w,  che 
a„  1.1 ,  a,^., ,  «nxj , . . .  sian  tutti  compresi  fra  ««  —  €  ed  a»,  +  € .  Ciò 
premesso,  costruiamo  (§  2)  una  successione  Or,  a,,  <2<, . . .  di  numeri 
che  tendano  ad  un  limite,  necessariamente  finito  e  determinato  : 
sia  a  questo  limite.  Dato  e,  si  può  sempre  trovare  nella  succes- 
sione r,s,  t,..,  un  numero  v,  tale  che  a^  —  a  sia,  in  valore  asso- 
luto, inferiore  ad  ^,  e  rimanga  poi  inferiore  ad  ^  quando  v  con- 
tinua a  percorrere,  crescendo,  la  detta  successione.  Ora  la  condi- 
zione (1)  permette  di  scegliere  v  sufficientemente  grande   perchè 
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resti  poi,  quando  n  cresce,  ciostantemente  superiore  a  questo  valore 
assoluto,  si  ha 

||^-\[<e    ,     limg  =  X. 

7.  Tcapsma  ¥.  Se,  pei'  n  crescente  all'unito,  a,  e  b,  fen- 
dono a  zero,  e  se  inoltre  b.  va  decrescendo,  sì  ha 

purché  esista  U  secondo  membro. 

Se  X  è  il  valore  del  secondo  membro,  esiste,   per  ogni  numero 
positivo  E,  un  valM'e  dì  n,  tale  che  le  finzioni 

+1         tM-l  "n+l 


Buo  di  5€,  per  quanto  grande  sia  v.  Ne  risulta, 
inominatori  son  tutti  positivi, 


te  grande.  L'ultima  frazione  tende  ad  ^  quando, 
cresce  all'infinito.  Si  può  dunque  scegliere  v  in 


iy-  — \[<6  ,    limy— X. 

Se  una  successione  ammette  un  Wntte. finito 
nedta  arttmeiica  e  la  media  geovtetrica  del 
Mono,  per  n  infinito',  allo  stesso  limite. 


ed  è  aguale  a  X.  Ma  la  seconda  successione  può  avere  uà  limite, 
senza  che  la  prima  ne  abbia  uno.  Cosi  dalla  successione 


1,  0,  1,  0,  1,  0,  1,  0, 
si  deduce  l'altra 

1         O        l>        9        <t        A        A 


'4'   5'   6'  7'  8' 

che  tende  ad  ^  >  mentre  la  prima  successione  non  ha  limite  de- 
terminato. 

bj  Si  conoscono,  del  resto,  infinite  successioni,  per  le  quali  si 
avvera  ({uesto  fatto.  Supponiamo,  per  esempio,  che  il  esterna  dei 
numeri  interi  e  positivi  si  possa  decomporre  in  r  siatemi  di  nu- 
meri, A,,  Af,...,  A,,  tali  che  la  successione  ammetta  un  limite 
determinato  Xi  quando  n  percorre  il  sistema  Ai.  Sia  n^  il  numero 
degli  elementi  di  Ai,  che  non  superano  n,  e  sìa  Si„  la  somma  dei 
~»..^^„»«^^„i:  «opnijni  della  successione  considerata.  In  virtù  del 
1  successione  parziale  i  cui  termini  tendono  a  X|, 

lim  —  =  h, 
tu 

e  indefinitamente  insieme  ad  n,  altrimenti  il  sì- 
irebbe  illimitato.  Intanto  si  può  scrivere 

,.  +  ..,+o.)=&.i+fc.S+...  +  ^.J. 

nente  che  il  lìmite  del  rapporto  -  rappresenta, 

i  probabilità  (*)  che  un  intero,  preso  ad  arbitrio, 
istema  ^4^:  sia  a-i  tale  probabilità.  Per  n  infinito  si 
ndo  r  finito, 

\-a,  +  ...  +  CU)  =  \'i  +  \'t  +  ---  +  K'r- 


41  di  malimatita  {tn>d.  CramaDa,  t'  i 
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icessione  (7)  s 
i  dispari,  ed 
r,  =  5,  ed  in 

oDe  è  dunque 

iderazioni  si  ] 
a,,  a,,...,  d 


a,,  y 0,0^03, 
emì  A,  i  limi 


Se,  per  n  cr 
ocf  a  e  b,  ^ 

itero  coDtenut 

lim  -  =;  lim  - 

un  limite  fini 
tVII,  2,  e)  ad 

^(|a.l+|o. 

superiore  ad 
certo  Talore 

^.1  +  10.1  +  . 


Ciò  premesso,  si  consideri  l'espressione 

Si  può  anche  supporre  che  n  sia  stato  preso  abbastanza  grande 
perchè  il  valore  assolato  di  6,  —  6  sia  inferiore  ad  -  per  tutti  i 
valori  di  r  che  superano  n  —  v.  In  tal  modo  si  ha,  per  un  certo 
valore  dì  n  e  per  tutti  i  valori  superiori, 

iii.i<-t.""'+"-|+---+|°-|<t, 

e  però  ljin(j„  =  0,  cioè 

UoiÌ(a.&.  +  Q,6,-i  +  ...  +  o,ft,-ri.i)— frlim  "'  +  "'  +  ■  •  +  '*'  . 
>.  i  ..„_  ^  uguale  a 

,  +  a,  6„  -,  -4-  ■  .  -  -I-  «,  &n-H-l  )  ==  I  «6  ■ 

lostrerebbe  che 

i  +  an.i&i  +  ---  +  aH-v6— )=^a&- 

), 

i,  bn  +  a,6«-i  +  ■  ■  ■  +  0,6,  ]=ab. 

II.  5e,  crescendo   o  alVinfintto,  bn  teM<te  a 
nentre  b,  +  b,  +  •  ■  ■  +  b.  oltrepassa  ogni  li- 


Ì  +  ...  +  6,      -'""  » 

"mdo  merrìbro. 
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Queste  due  determinazioni  sono  possibili,  perchè  &i  +  &,  + . . .  +  &„ 
oltrepassa  ogni  limite,  mentre  bn  tende  a  zero  col  crescere  di  n. 
Ora,  osservando  che  bn  decresce  sempre, 

^1 +  c« +  ••• +  Cn  >  ^ +  &«  +  ...  4- ^ +  (w  —  v)&n+i —  n^H-i » 
cioè 

Ciò  premesso,  si  ha  (§  6) 

Um  ^^^^  -»■  ^«^«  +  '  •  •  +  ^^'^  :z^  lim  ^  =  lim  X^ . 

Ci  +  e,  +  .  .  .  +  Cn  Cn 

La  seconda  parte  del  secondo  membro  di  (8)  si  compone  dunque 
d*an  fattore  che  tende  a  zero,  moltiplicato  per 


quantità  compresa  fra  0  ed  1.  Dunque  Tespressione  considerata 
tende  a  zero,  mentre  la  prima  parte  del  secondo  membro  di  (8) 
tende  a  X.  Per  conseguenza 

""      6,  +  ft»  +  ...  +  6,       -*• 
come  si  doveva  dimostrare. 


XIX.  ESEBCIZn  SUL  CALCOLO  DEI  LIMITI. 

1  Premettiamo  alcone  disogaaglianze,  che  ci  saranno  utili  in  varie  questioni»» 
Siano  Oxf  Os,  Os»  •  •  •  numeri  positivi  inferiori  aU^unità,  e  si  rappresenti  con  an,r  la 
somma  dei  prodotti  r  ad  r  dei  primi  n.  È  noto  che 

(1  —  Oi)(l— Oj) (1  — an)=l  —  <T»,l  +  ffn.t  — ±^n,n'        (1) 

Vogliamo  dimostrare  che  si  può  sempre  scrivere 

(1  —  aO  (1  —  a,) (1  —  On)  =  1  —  an,  1  +  an,2  — ±  ea„,r ,     (2) 

con  e  compreso  fra  0  ed  1.  In  altre  parole^  quando  nel  secondo  membro  di  (1) 
si  sopprimono  i  termini  che  vengono  dopo  an,rf  si  ottiene  un  risultato  maggiore 


m'W^. 
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Facciamo  una  prinia  applicazione  delle  disngnaglìanze  dimostrate  nel  §  1» 
provando  che  le  potenze  d'nn  nomerò  compreso  fra  0  ed  1  tendono  a  zero  quando 
gli. esponenti  crescono  all*infinito.  Sia  1  —  a  il  numero  proposto.  La  seconda 
disQgoaglianza  (3)  dà 

Siccome  1  —  «a  è  inferiore  ad  1  —  na*,  basterà  prendere  n  superiore  ad  — ^- 

perchò  (1  —  a)**  riesca  inferiore  al  numero  positivo  e ,  dato  piccolo  ad  arbitrio. 
Invece,  dato  ad  arbitrio  il  numero  JV,  grande  quanto  si  vuole,  basterà  prendere 

n  superiore  ad  perchè  sia 

(l  +  a)*>14-na>JV, 

quando  a  è  un  numero  positivo  qualunque.  Dunque  le  potenze  d*un  numero  su- 
periore all'unità  crescono  oltre  ogni  Kmite  insieme  agli  esponenti.  Del  resto  cia- 
scuna di  queste  due  proposizioni  è  (XVJI^  2,  d)  immediata  conseguenza  dell'altra. 

4.  Supposto  che  esista  il  limite  a  di  On,  qwiVè  ti  JmUe  e^t  ul^**  ?  Prima  sup- 
pongasi che  il  numero  Ai  sempre  positivo,  sia  inferiore  all'unità,  e  si  rappresenti 
con  a.  il  valore  assoluto  di  On  —  a.  Dato  €  positivo  e  piccolo  ad  arbitrio,  si  può 
(§  3)  sempre  trovare  un  valore  di  v  a  partire  dal  .quale  (1  —  e)*  restì  inferiore 
ad  A.  Fissato  v,  si  scelga  n  in  modo  die  On  diventi  e  resti  poi  sempre  inferiore 

ad  -.  Si  avrà 

V 

1—^*"<1— (!—€)'**<€. 

Dunque,  successivamente, 

HmA*««=l,   lim^"*  =  ^*,   cioè  lim^'-^^"""*». 

Se  il  >  1 ,  si  può  scrivere 

*1             1 
lim  J."*»  =  lim «= =  J.*. 


5.  Supposto  che  o^  tenda  ad  a,  qìMÌè  il  limite  éU  log  a„  ?  Da  ò^  =  log  a^  si 
trae  0^=3^*»,  se  A  è  la  base  del  sistema  di  logaritmi.  Quando  hn  tende  ad 
an  limite  b,  On  tende  ad  A^.  Esiste  dunque  (XVIII,  3)  inversamente  il  limite 
di  ò„  quando  esiste  quello  di  On,  e  si  ha 

a  =  A^,   6  =  log  a. 


Adunque 


lim  log  Or»  =  log  lim  On  . 


x3%i 
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e  b  sono  i  limiti,  per  n  infinito,  di  On  e  &.,  gìioTi  H  hmiie  di  a,'*? 

ft.  —  "/■ ,  M  na  trae  log  e,  =  &,  log  a.  ; 
=  &lag(^  e  finalmente  e  =  a'.  Àdnnqne 

lim  a,*"  =  (lim  a,)""  '" .  (4 1 

vodI  coDOKere  il  limite  di  )/n7  poi  n  infinito,  ci  può  (XVIII,  9)  sn- 


lim  >/«  =  lim  ^!-ÌÌ  =.  lim  f  1  +  -  )  =  I. 


Mto  che  0,  tenda  ad  nn  limite  Bnito,  guoTé  ti  lAtMte  di  n  (a.  —  a.  _  ijì 
l'esUtenia  di  questo  limite  X,  si  può  {STIII,  6)  BoiTere 

a  =9  lim  —  :=lim|fta.  —  (»— l)a,_i| 

=  limn(a,  — a„-i)  +  lima,_i  =  X  +  o. 

1^0.  Danqne  n(a„ — a^-i)  oscilla  o  tende  a  lere.  È  poi  &dle  di- 
he  la  media  aritmetica  dei  snoi  primi  n  valori  tende  sempre  a  aero, 
«ta  media  è 

(l+;)".-;(«,+«.  + +  «.). 

Ili,  8)  per  limite  a  —  a,  doè  cero. 

i  nnmerì  podtiri  a  e  b>a,  indichiamone  con  a,  la  media  geometrica 
L  media  aritmetica,  cioi  poniamo 

ote  dedneiamo  da  a,  e  fi,  i  namerì  a,  e  d,,  da  questi  a,  «  A^,  etx. 
e  sia 

ente 

a,<a,+j<6„+t<6., 
alore  di  n,  cioè 

a<Oi<0|<a,< <b,<bt< 

et  n  crescente,  On  cresce  rimanendo  ìofériore 


rìmuiendo  BDperìora  ad  a.  Ne  segae  (XVIII,  1)  che  a,  e  6„  tendono  ft  limiti 
finiti  e  d«tenninati,  a  e  fi.  Ora  da  una  qnalnnqne  delle  relftiioni  (5),  per  esempic 
ilalia  seconda,  ai  dednw,  fiteeDdo  crescere  n  all'infinito, 

f-5(«-t-8)  .   pol.-s. 

Qnetto  limite  eomime  di  n*  e  &■  si  chiama  la  media  aritnutieo-geotneirktt  àé 
onmerì  a  t  b. 

10.  Con  procedimento  analogo  a  quello  del  precedente  esercizio  ai  dimostra  cht 
le  sDGcesskmi  coatrnite  sedendo  la  le^e 

hanno  per  limita  cornane  la  media  geometrica  di  a  e  &,  che  sì  paò  dunque  chia 
mare  anche  media  aritmetico-armonica  degli  stessi  nnmerì. 

11.  Si  dà  ona  Bnecessione  di  numeri,  tale  che  ogni  termine  sia  medio  arìtme 
tlco  fì»  ì  due  che  lo  precedono.  È  chiaro  che  i  nnmeri  a,,  a,,  a,,...  Tsrittno  ii 
Bn  senso,  mentre  a^,a^,a^,...  si  aegnono  nel  senso  opposto,  e  siccome  gli  nn: 
e  gli  altri  restano  compresi  fra  a  e  b,  valori  dei  primi  due  termini  della  sac' 
cessione,  essi  debbono  tendere  a  limiti  finiti.  Questi  sono  ngaali:  ciò  u  vedi 
sabito  facendo  indefinitamente  crescere  n  nella  relazione 

».+,  =  i(a.  +  »._,). 

Del  resto  sì  poA  direttamente  constatare  l'MÌstenza  del  limite,  ed  in  pari  tempi 
trovarne  il  valore,  cercando  prima  t'espressione  del  termine  generale: 

Ora  si  vede  che 

a  +  26 
lim  a,=a— J^j —  . 

12.  Si  étudii  il  variare  di\\-\ —  I  per  n  crescente  aJPinfinito.  Dalla  primi 
fra  le  disognaglianze  (3)  si  deduce  subito 

(,_i,)->.-i,.M(l  +  i)->(l-i)-.     ■ 

poi,  osservando  che 


e  ri  Tede  ebe  (l-| — I  ,  corapreao  tn  dae  nnmeri  che  tendono  ad  e,  tende 

(XTI^  9)  ad  e.  Finalmente  ai  noti  che  l'^roaglian»  (7)  BiuuBte  per  n  toodente 
a  — OD.  Posto  inbttì  tf^  —  m,  con  m  positiTo  e  creeoente  all'infinito,  ai  ha 


=  Um— ^.Um     14.  .-.-'-..-\        _e. 
m  — 1  \    ^m-lj 

il  limite  a  dì  Qn ,  quaFè  il  Umile  di  il-\-—]  ?  Po- 
nente V  cresce  all'infinito  ioBÌeine  ad  n.  Intanto  si  ha 


■+i)-=[('+i)1^ 


liin|l+^j"_*.. 
il  limite  a  di  a„,  gctoTé  ti  limite  di  nlv'àir— l)? 

{.=«(i"ì:_i) 


l'infinito,  si  ottiene  (§  14) 

a=e'  ,   cioè   &=a'loga, 

ndo  qni,  come  in  tatto  il  resto  del  cono,  an  logaritmo 
!  Dn  logaritmo  preso  nel  sistema  che  ha  per  base  il 
limite  di  b%  esiste  (XTIII,  8)   quando   edste  quello 


mn  Vfln- 


16.  Si  coDsidtrì  il  namero 


.=  ii^ 


Da  inedia  (n  a  e  b,  CJincii 
ìa  la  media  aiitmetii»  dell 

faoìla  mostrare  che,  per  n 
geometrica  ^ab.  Infatti  a 


:.-  '  f«(^o_l)- 


1 ('  +  , 

pel  9  15. 

c-Sm, 

.-- |(l»l!«  +  l 

S  ". 

\-f-Y 

nfloito. 

lìm 


\/l±Vì] 


;n,  6;  xrx.  s) 

lim  -^  ^  lim  log  I  : 
,  Sasato  p  grande  quanto  i 
imj(logCn  +  l))''-(logM> 


TC^ 
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18.  Sia  data  a  valatare  Tarea  compresa  fra  un  arco  ò^iperhoU  equilatera^  le 
rette  che  ne  projettano  ortogonalmente  gli  estremi  A  q  B  sopra  nn  assintoto, 
in  ^'  e  £',  e  Tassintoto  stesso.  Preso  questo 
oome  asse  delle  ascisse,  e  Taltro  assintoto  ^ 

come  asse  delle  ordinate,  è  noto  che  la  cnrya 
è  caratterizzata  dall'equazione  xy  =  (^y  di- 
modoché, chiamando  a  e  ò  le  coordinate  di  A^ 
a  quelle  di  B  si  può  dar  la  forma  x  =  o^, 
y =6gf-».  Ora  dividiamo  in  n  parti  Tarco^iB 
mediante  i  punti  A^tA^fA^^..,,  che  hanno  o 

le  ascisse  aq,aq\...^aq^^^ .  Siano  P, Pj ,  P^,— 

1  punti  ohe  hanno  rispettivamente  le  ascisse  di  il ,  ^^ ,  ^, , . . .  e  le  ordinate 
di  Al,  A^t  A^f,.,  Siano  invece  Q  f  Qn  Qt,*, .  i  panti  che  hanno  le  ascisse 
di  AifA2,A2f.  e  le  ordinate  di  A,Ai,Ai,.,,  È  ovvio  che 

A^A\A'P  +  A^A\A\Pi  +  ..,<ABA'B'<AA'A\Q  +  AiA\A\Qi+.., 
D*altronde  si  noti  che,  essendo  aq^  e  bq'-''  le  coordinate  di  A^^  si  ha 

A,A\A\.  I Pt-x  =  A,A\ .  A\  A\^i  —  bq-^ {aq^  —  o^'-i)  =  e»  [  1  —  -  ]  , 

^^i  il  Vi  A\  Q,^i  =  ^t-i  il't-i .  ì1'»ì1't-i  =  62-^1  iaq'  —  «ff*-»)  =  cVff  ~  1). 
Danqne 

Quando  n  cresce  all'infinito,  q  tende  airnnità,  e 

lim  n  (g  —  1)  =  lim  n  [  V 1  1  =  log  — , 

per  quanto  si  è  detto  nel  §  16.  Inoltre 

lim  n  I  1 I  =  lim  — .  lim  n(q  —  1)  =  log  —  . 

\         ql  q  ^^        '         *  a 


«C 


Dunque 


ilJBil'B'  =  cMog-. 


1  1 

fl]  -  Of  -  £1,1 

19.  Come  si  comporta  la  somma  e    +  ^      + +  ***     ,  per  n  crescente 

all^infinito,  quando  esiste  il  limite  a  di  a»?  Si  può  (XVIII,  6)  scrivere,  osser- 
Tando  i  §§  4,  U,  16, 

lun  — ■ '—, ' =lim =3hm r =-T-^-  =  a 


logn 


log 


n 


n— 1 


1  \-n 

log(l--^ 


Cbsìro,  Analiti  algebrica 


8 


S3.  Se  8Ì  domanda  il  limite  di 


per  N  influito,  bÌ  Tede  saVito  che  si  pab  applicare  un  noto  teorema  (XVin 
qnindo  p  BDpera  —  1,  perchè  in  questo  caso  nr+}  oltrepassa  ogni  limite 
ecendo  sempre.  Per  coDsegtienia 


1>  +  2p+ +ftP_ 

Mf  +  l  ~ 


n  1-  1-; ■ 


S4.  Si  domanda  di  trovai»  il  limite  di 

lf  +  2p  +  SP  +  ... +  nr 


pei  N  infinito.  Applicando  il  teorema  invocato  nel  precedente  esercizio  all'es) 
sìoDe  data,  dopo  averla  ridotta  ad  nnico  deDoroìnatore,  u  ottiene 

i,„(i'+'>(i'+2'+--+»')-«'+'_,i„(p+')"'-['^-^'-("-'y- 

«d  il  Becondo  membro  equivale  a 


llm i jl—. 

Dnnqoe  ' 


i.  Sia  dato  a  trovare  il  limite,  per  n  infinito,  di 


L-'espreeeione  fra  jiarenteai  è  compoatn  di  infiniti  temini,  e  noi  non  sapp 
ancora  qoale  potsa  esserne  il  significato  ;  ma  vedremo  ben  presto  che,  sep 
essa  rappresenta  on  numero  determinato,  variabile  con  n,  e  Tedremo  inoltri 
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terminata  è  sempre  riducibile,  mediante  un  conveniente  gruppa 
mento  di  termini,  ad  essere  convellente  o  divei^nte-  Sappiane 
(XVIII,  2)  infatti  che  si  può  costruir»  una  successione  di  numer 

interi  r,s,t crescenti  all'infinito,  tali  che,  percorrendola  n 

S,  tende  ad  un  limite  finito  o  infinito.  In  altri  termini  la  serie 

(«.  +  «,  +  -.-  +  w,)+(«H-.  +  --  +  w,)+{w.+i +■■•+«-)  +  -. 
nella  quale  si  considerano  come  costituenti  un  sol  termine  tutti 
termini  racchiusi  in  ciascheduna  parentesi,  è  convellente  o  diver 
gente.  Ciò  mostra  che  non  regge  per  l'addizione  di  infiniti  nuroer 
la  cosi  detta  proprietà  associativa,  e  più  oltre  ai  vedrà  che  nem 
meno  sussiste  sempre  la  proprietà  commutativa.  Viceversa  importa 
notare  che  non  è  lecito  decomporre  in  parti  i  termini  d'una  serie 
convellente  o  divellente  :  ciò  potrebbe  infatti  produrre  indetermi 
nazione. 

2.  Quando  la  serie  è  convergente,  il  limite  S  di  Sn,  per  n  inS' 
nilo,  si  chiama  somma  della  serie,  e  si  conviene  di  scrivere 

S  =  W, +«i  +  Ua  +  ... 

Alla  differenza  Rn'^S  —  Sn,  che  tende  a  zero  quando  n  cresce 
all'infinito,  si  dà  il  nome  di  resto.  Evidentemente  Jì,  è  ciò  che 
diventa  la  somma  della  serie  quando  vi  si  sopprimono  i  primi 
n  termini.  Infatti,  se  nell'^uaglianza 

S,^  —  5n  =  Wn+1  +  ""+«  +  ■  ■  ■  +  "n+, 

si  fa  crescerep  all'infinito,  mentre  «  resta  costante,  il  primo  membro 
tende  ad  S — S„  cioè  ad  R„,  e  però  si  può  scrivere 


fl»  =;  w„+i  +  «H-ì  +  «H-i  +  • 


3.  Importa  osservare  che  una  serie  a  termini  positivi  non  può 
essere  indeterminata.  Infatti,  essendo  S^  =  S„-i -\- u„  >  S^t ,  si 
vede  che,  crescendo  n,  S.  cresce,  e  però  tende  ad  un  limite  finito 
0  infinito,  cioè  la  serie  è  convei^nte  o  divellente.  Altrettanto 
dicasi  delle  serie  a  termini  negativi.  Adunque  ogni  serie  indeter- 
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e  ne  «egae 

tHi  +  e'4.i  +  Pr+3  + <c,  (:c  +  a;' 4- a^ +  ...)=  j^- 

Qnbdi 

n(l-(l-*)l]-j-^<e.  +  t^  +  ...  +  iV<«(l-(I-^)-] 
On,  tàcenio  crenere  n  aU'infltiito  mentre  r  resta  invariato, 

-1.8(1  -.)-;^f^<f+^+...  +  ^<-l08(l-l). 

Rimlinente,  per  r  infinito, 


Con  <i6  ai  tqoI  dire  semplicemeate  che 

-l.s(i-»)_lto(i  +  ^  +  ---  +  ...  +  ^ 


-M  +  Y  +  i-' 


Se  in  qneata  eguaglianza  si  cambia  x  in  x*,  ed  n  nel  matùnio  intero  coni 
in  ^  ,  e  d  oeserva  che 

log(l+x)  =  — log      -x)  +  los{l-3*). 


e  qatsta  forinola  Inclnde  quella  ottenata  precedentemente,  dimodoché  ai  pn 
che  gaeeiflte  per  tutti  i  valori  di  x  corapreei  fra  — l  ed  1.  Appreeao  vfli 
che  ETuaiste  anche  per  x^l. 
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armonica  (XX,  5),  giacché  lim-=:0.  Similmente,  per  qualsiasi  va- 
lore fisso  di  Pj 

Anzi,  se  si  osserva  che  la  somma  considerata  consta  di  p  frazioni 

1  V 

inferiori  ad  - ,  ed  è  perciò  inferiore  a  -,  si  vede  che  la  tendenza 

a  zero  persiste  anche  quando  p  cresce  allMnOnito,  purché  ciò  av- 
venga in  modo  che  il  rapporto  di  j?  ad  n  tenda  a  zero.  Per  esempio 
si  può  prendere  p  uguale  al  numero  delle  cifre  di  n,  o  alla  parte 
intera  della  radice  quadrata  di  n,  ecc.; 

cj  E  nemmeno  bisogna  credere  che  la  condizione  lim  t«n  =  0 
non  possa  essere  soddisfatta  dalle  serie  indeterminate.  Per  esemplo  (*) 
è  indeterminata  la  serie,  in  cui  la  somma  dei  primi  n  termini  è 

espressa  da  sen  (n  )/n)  ;  ma  il  termine  generale 

t«,  =  sen  (TTf/n)  —  senfn^^n  —  ij 

1 

=  2sen  ,^   ^  , -  cos  f  ^  ((/n  +  /n— l) 

yn  -[-  V  »  —  1         V  ^ 

ha  evidentemente  per  limite  zero.  È  del  pari  indeterminata  la  serie 

che  ha  la  somma  dei  primi  n  termini  uguale  a  sen  {ii\/ìogn).  In- 
tanto  la  somma 

=  2sen   .J^  ""^  ,-_  cos  ( | (|/Ì^g2^  +  ^^1^) 

yìog  2n  +  V log  n         \  ^ 

tende  a  zero,  ecc.; 

tf^ Riassumendo,  si  vede  che,  se  la  somma  Wn4.i4-w«+2+-...+Wn-|.p 
tende  a  zero  per  n  infinito,  nulla  si  può  asserire  circa  la  conver- 


(*)  Vedi  il  Calcolo  differéngiale  di  Gsnocchi  e  Pbvno  (p.  XVI). 


-  -     ,-  s:f 


■7    l'i. 


delle  quote  allineate  su  qualunque  retta  del  piano  tt-nde  verso 
i(^ritmo  ualurale  ài  i -\- tfftp ,  se  <p  è  l'angolo  che  la  retta  £i  ce 
l'asse  delle  n. 
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4.  Teopema  I.  Se  una  serie  a  termtni  positivi  è  convergerli 
resta  tale  quando  se  ne  moltiplicano  i  termini  per  numeri  ci 
non  superano,  in  valore  assoluto,  un  numero  dato. 

Siano  i  valori  assoluti  dei  numeri  a,,  Oj ,  «j, . ..  inferiori  tul 
ai)  A.  Se  la  serie  «,  -j-  m^  +  m^  4"  •  ■  •  ^  convergente,  vuol  dire  eh 
dato  e  positivo  e  piccolo  ad  arbitrio,  si  può  sempre  trovare  un  v 
lore  di  n  a  partire  dal  quale  si  abbia 

«-+t  +  «H-ì  +  ■  ■  ■  +  W"+p  <  2  • 
qualunque  sìa  p.  Pertanto  sarà,  per  gli  stessi  valori  di  n  e  di  j 

I  OiM-lW^+i  +  a«+|M,^+4  + +  fliH-pWn+P  I 


KAiu^i-^u^r-ìr. 


h«»f,)<€. 


Dunque,  in  virtù  del  criterio  generale  di  convei^nza,  la  ser 
a,  M,  +  a,  M,  +  a»  «a  +  - ,  -  è  convellente. 
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Se  invece  ì  numeri  a  vanno  crescendo,  le  dilTerenze  suddette  son 
tutte  negative,  ed  il  valore  assoluto  della  somma  considerata  è  in- 
feriore a 

!(«,«— a,.i.i)-f(o^— a,+0+-+(a"+»—a.+i^i)+«.w+,.ì'4<2-4«M-r 

7.  Taorsma  II.  Se  una  serie  è  convergente,  resta  tale  quando 
se  ne  moltiplicano  i  termini  per  numeri  cìte  variano  in  un  senso 
determinato,  sema  superare,  in  valore  assoluto,  un  numero  fisso. 

Prima  si  noti  che  ì  Dnmcri  a,  che  necessariainente  tendono  ad 
un  limite,  finiscono  per  assumerne  il  segno.  Se  poi  il  limite  è  zero, 
i  numeri  son  tutti  positivi  o  tutti  negativi.  In  ogni  caso  si  può 
sempre  assegnare  un  valore  dell'indice,  a  partire  dal  quale  i  nu- 
meri a  conservino  un  segno  determinato.  Si  può  inoltre  supporre 
che  questo  sia  il  segno  +,  perchè  nel  caso  contrario  basterebbe, 
per  dimostrare  il  teorema,  cambiare  i  segni  dei  numeri  a  e  di  tutti 
i  tt^rmini  della  serie  data.  Ciò  premesso,  poiché  «,  -(-  m,  -|-  «j  + . . . 
è  convergente,  i  valori  assoluti  di  o, ,  a, ,  (Tj , . . .  possono  essere  resi 
inferiori  a  qualsiasi  numero  assegnato,  positivo  ed  arbitrariamente 
piccolo,  e  ciò  è  Vero  anche  per  A ,  che  può  riguardarsi  come  il 
più  grande  dei  predetti  valori  assoluti.  Quando  i  numeri  a  si  suc- 
cedono decrescendo,  si  può  prendere  A<- ,  ed  allora,  in  forza 
del  lemma  di  Abel,  è 

,  +  ...  +  a„+pw,^,  I  <  Aa„^.,  <  ^  e  <  €. 
ranno  crescendo  senza  superare  un  certo  nu- 


:riterto  generale  dì  convergenza,  la  serie 
...  è  convergente  ('). 

fisaUmit  dal  Sciinw  •  (£4  NoTsmbra  1890]  il  lig.  A.  Lt 
Bto  taoramft  iiuiiite  quudo  I  admsrì  a  okIUbdo,  rutando 
g»  dai  primi  n  T4d>  dacrasoando  isinpre  a  cmctado  san  n. 
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pari,  e  verso  un  altro  limite  per  n  dispari.  La  differenza  dei 
limiti  sarebbe  il  limite  dì  u„,  il  quale  esiste  perchè  u,  deci 
quando  n  aumenta  all'infìntto; 

bj  Se,  par  tendendo  a  zero,  i  termini  non  fossero  sempri 
crescenti,  la  serie  potrebbe  non  essere  convergente.  Per  eser 
la  serie 

1 
V'2  — I~ 

ha  i  termini  altemativamente  positivi  e  negativi,  che  tendoi 
zero.  Intanto  essa  è  divergente,-perchè  gmppando  i  termini 
a  due  si  scorge  che  la  somma  dei  primi  2n  termini  è  2^„  ; 
cj  Quando  in  una  delle  serie  che  stiamo  considerando  sf 
servano  i  soli  primi  n  termini  per  avere  un  valore  approssii 
della  somma  S,  Verrore  che  si  commette  è  infeì^tore,  in  vt 
assoluto,  al  primo  termine  che  si  trascura.  Infatti  si  è  viste 
S,  è  inferiore  o  superiore  ad  5  secondo  che  n  è  pari  o  dis 
Ne  segue  che,  qualunque  sia  n,  S^  ed  S^+i  comprendono  sei 
fra  loro  il  comune  limite  S,  e  però  si  ha 

\S—S,\  <|5'„+,  —  5„  !=«„+,. 
In  altri  termini  si  può  scrivere 

S^^u,  —  Uj  +  «3  — +  M„  +  9«„+i , 

eoa  6  compreso  fra  0  ed  1 ,  qualunque  sia  n. 


XXTT.  CONFRONTO  FRA  LE  SERIE 
A  TERMINI  POSITIVI. 


1.  Serie  divergenti.  E  naturale  che  la  divergenza  d'una  sei 
termini  positivi  si  giudichi  più  o  meno  grande  dalla  rapidità 
0  meno  grande  con  cui  la  somma  dei  primi  n  termini   tendi 


*f 
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tende  a  zero,  si  serba  finito.  Inoltre  si  ha,  osservando  che  otn  e  p. 
tendono  a  zero  decrescendo, 

lim  1=  =  lira  '^~""+'  =  lim  ^  =  0, 

Pn  Pn  —  P«+l  Vn 

e  però  la  serie  t«i  +  w»  4"  ^3  +  •  •  •  è  anche  più  convergente  di 

^'i  +  ^t  +  ^3+--- 


4.  Osservazioni  1  aj  Abbiamo  visto  che  il  termine  generale  di 
una  serie  convergente  deve  per  necessità  tendere  a  zero.  Ora  siamo 
in  grado  di  asserire  che  ogni  serie  a  termini  positivi,  tendenti  a 
zero,  converge  0  diverge  meno  detta  serie  1  +  1  + 1  + . . . 

Ì>J  Si  capisce  che  una  serie  converge  molto  rapidamente  quando, 
spostandola  d'un  termine,  prendendo  cioè  un  termine  di  più,  si  ot- 
tiene una  serie  più  convergente.  Dal  teorema  testé  dimostrato  ri- 
sulta che  ciò  accade  quando  il  rapporto  d'un  termine  al  termine 
precedente  tende  a  zero.  Per  questa  ragione  si  cerca  sempre,  nelle 
applicazioni,  di  trasformare  le  serie  convergenti  in  modo  che  sia 
soddisfatta  la  detta  condizione. 

5.  Teorema  il.  Una  serie  a  termini  positivi  è  convergente 
se  il  rc^pporto  dhm  termine  al  termine  precedente  finisce  per  es- 
sere inferiore  al  rapporto  analogo  in  un'altra  serie  convergente, 
ed  è  divergente  se  il  detto  rapporto  finisce  per  superare  il  rap- 
porto analogo  in  una  serie  divergente  a  termini  positivi. 

Infetti  da  ^^=±^  <  ^^^  si  deduce  ^*^^  <  — ,  se,  come  si  sup- 
pone,  w»  e  t?„  sono  positivi.  Dunque  —  finisce  per  decrescere,  e 

Vn 

però  tende  ad  un  limite  positivo  0  nullo,  dimodoché  la  serie 
^1+^8  +  ^3+...,  convergente  in  forza  d'un  noto  teorema  (XXI,  4), 
nm  è  meno  convergente  della  serie  v^-{-v^-\-v^-\-.,.  Invece  da 

■;7^  >  ^^  si  deduce  che  ^ ,  crescendo  sempre,  tende  ad  un  limite 

Un  Vn  '  Vn 

finito  0  infinito,  e  però  la  serie  «i  +  w»  +  Wg  +  •  •  •  ^on  è  meno 
divergente  della  serie  t?i  + 1;,  +  t?g  -f- . . . 


volta  da  Abel,  cui  si  debbono  le  interessanti  considerazioni  ci 
seguono. 

8.  Tsot^ma  IV.  Se  la  serie  a  termini  postttci 

i+i+i+i+ <** 

è  divergente,  diverge  anche,  ma  meno  della  precedente,  la  ser 

—  +  —  +  —  + (2) 

in  cui  Ob  rappresenta  la  somma  dei  primi  n  termini  della  prim 
sene. 
Sia  T„  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  (2).  É  chiaro  ci 

Fissato  «  si  può  sempre  trovare  un  valore  p„  di  p,  sufficienl 
mente  grande  perchè  (j*+.p  superi  2o„.  Allora  si  avrà  t„^ — Tn>  -g, 
però,  ÙLcendo  crescere  n  all'infinito  mentre  p  percorre  la  successioi 
?'i .  Pt .  Ps  •  ■  ■  ■  '  "on  potrà  T„+p  — T„  tendere  a  zero,  come  sarebl 
(XXI,  1)  necessario  per  la  convei^enza.  Dunque  la  serie  (2)  è  { 
velante.  È  poi  meno  divergente  della  serie  (1)  perchè  (§  3)  il  ra 
porto  del  termini  generali  di  queste  serie  è  — ,  e  tende  a  zero. 

9.  Castrusioiia  d'una  •cala  di  sepie  diveroentl.  Quan< 
i  termini  della  '  prima  serie  si  serbano  fÌDÌti  ai  può  del  te 
rema  precedente  dare  un'altra  dimostrazione,  la  quale  mosti 
inoltre  che  la  somma  in  cresce  come  il  logaritmo  di  <s„.  Si  1 
io^tti 

,.      lopo,       ,.      '^  cr.,_i       ,.              ,            1 
lim  _=__  -—  lim  . ! — -  ^  lim  /T.rt   Ine . . — 


Ciò  premesso,  noi  possiamo  dal 
divellente,  nello  stesso  modo  i 
la  serie 

cui  si  può  sostituire  l'altra 

_j +^i_ 

1,0,  log  o,    '  0,0,  lof 

giacché  il  rapporto  dei  termin 
all'unità.  La  somma  dei  primi 
come  il  logailtmo  di  t,,  cioè  t 
serie  (3)  si  può  dedurre  l'altra 

! + i 

a,a,  Ioga,  loglogOi        a,o,  logo, 

meno  divergente  delle  precede 
si  fe  fl,  =  l,  si  ot 


1+1+1+1+ 

l  +  ^+-3+i  + 

21og2~31og3~41og4 

^__J + _L 

21(^2  loglog2   '    SlogSlug 


ciascuna  delle  quali  è  meno  di 
cedono. 


XXin.  CRITEKn  SPECIALI  DI  CONVERGEN: 


1.  Nei  due  capitoli  precedenti  sono  già  slati  dati  diversi  cri 
speciali  di  convergenza.  Mentre  quelli  del  penultimo  capitolo  i 
conseguenze  immediate  del  criterio  generale,  quelli  dell'ultime 
pitolo  si  fondano  sul  paragone  con  una  serie  nota.  Ora  qui  di 
altre  regole  di  convergenza,  alcune  delle  quali  hanno  il  vanta 
di  non  supporre  conosciuta  la  convergenza  o  la  divergenza  di 
cuna  serie. 

2.  Taopeiiia  !■  In  una  serie  convergente  il  prodotto  a„Ua 
può  avere,  per  n  infinito,  un  limite  diverso  da  zero,  se 

-  +  -+-  +  ■■■■■  (1) 

a,    '    a,        o,    I  ^  ' 

è  una  serie  divergente  a  termini  positivi. 

di  a„u„  esiste  ed  è  diverso  da  zero,  la  a 
i  cui  termini  Uniscono  per  aver  tutti  il  st 
}n  è  (XXII,  3)  meno  divergente  della  serie 

ogni  serte  convergente  il  prodotto  nun 
nfinito,  ad  un  limite  diverso  da  zero.  Ci 
rema  precedente,  supponendo  che  la  seri* 
.  Ma  è  facile  darne  un'altra  dimostrazione, 
divergenza  della  serie  armonica,  e  può  qu 
tale  divergenza.  Per  questo  basta  rammen 
lente  dimostrato  (XIX,  9)  quanto  segue 
ì  Qnito,  l'espressione 

n  {5„  —  S„-x  )  =  nu„ 


r^ — «T 
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ressante  osservazione  è  dovuta  ad  Abel  (*),  il  quale  ha  mostrato 
che,  anche  limitandosi  alle  serie  a  termini  positivi,  non  è  possibile 
trovare  una  variabile  positiva  a»  tale  che  una  serie  qualunque 
Uj  4-  ^8  +  U3  + . . . . .  sia  convergente  0  divergente  secondo  che 
lim  OnWn  =  0  o  lim  OnWn  >  0 .  SÌ  osservi  anzitutto  che  la  serie 

Ì+Ì4-Ì  + 

dev'essere  divergente,  poiché  per  essa  è  m„  =  — ,  a„w„  =  l;  ma  è 
noto  (XXII,  8)  che  in  tal  caso  diverge  anche  la  serie 

■    +.-ir  +  .-V  + 


o^ai      <H^%      ^5^3 

in  cui  (Jn  è  la  somma  dei  primi  n  termini  della  prima  serie.  Intanto 
si  ha 

Un  =  -—,   lima„Wn  =  lim  — =  0. 

5.  Teopama  II.  (Teorema  di  Kummer).  Se,  per  n  infinito,  l'espres- 
sione 

an  -^  —  a„+i  (4) 

finisce  per  mantenersi  superiore  ad  un  numero  positivo,  la  serie 

a  termini  positivi  u^  +  Ug  +  Ug  + è  convergente.  Se,  invece, 

l'espressione  considerata  finisce  per  mantenersi  negativa,  la  serie 
è  divergente  (**). 

In&tti,  da 

a„ Un+i  >  h 

si  può  dedurre,  poiché  Un+i  é  positivo, 

an  Un «n+l  W«+l  >  h  Un-^\   ,  (5) 


(*)  «  Oeuvres  d'Abel  »  (2im  ed.,  p.  398). 

(**)  Proposizioni  più  generali  si  trovano  nella  Memoria  del  Dini  «  Si* He  serie' convergenti 
a  termini  positivi  »  (Annali  dell'Uni v.  Tose,  IX). 


he  la  quantità  posHìv 
i  segue  che  la  serie 
W()  +{a,«,  —  Os"j)- 
rohè  la  somma  dei  prii 
nSnito,  ad  un  limite 
convergente  quando 
a  serie  «,-)-«,  +  m, 

che  i  suoi  termini,  s 
li  termini  corrispondi 

Mn+I  ^ 

Uk  cresce,  e  quindi  i 
rgente  della  serie  (I 

ona.  Ordinariamente 
limite  dell'espressioi 
»)ndo  che  il  detto  1 

lon  si  può  dir  niente  circa  la  convergenza  o  la 
serie.  Tuttavia,  se  l'espressione  (4)  tende  a  zero 
■e  negativa,  si  può  affermare  che  la  serie  è  di- 

I.  Una  serie  a  termini  positivi  è  convergente  o 
io  che  il  rapporto  d'un  termine  al  termine  pre- 

un  limite  inferiore  o  superiore  all'unità.  Questa 
ì  particolare  del  teorema  di  Kummer  pera.:=l, 
urre  da  un  teoroma  precedente  (XXII,  5)  parago- 
ta  alla  progressione  geometrica  x  +  ir'  +  i»'  +-•., 
x<.i,  divergente  per  (r>l. 

II.  (Regola  di  Raabe).  Una  serie  a  tertnini  positivi 
(vergente  secondo  che  Vespress 


lende,  per  e  infinito,  verso  un  limile  superiore  o  inferiore  alla 
unità.  È  questo  un  altro  caso  particolare  del  teorema  di  Kummer, 
corrispondente  all'ipotesi  a,  =  n. 

9.  TBOrema  III.  La  serie  a  termini  positivi  Mi -^Ut-^-u,-^  ■■■ 
è  convergente  o  .divergente  secondo  che  il  prodotto  dell'espre.^- 
sitme  (4)  per  la  somyna  dei  primi  n  termini  della  serie  (1)  finisce 
per  manlenevsi  superiore  ad  un  numero  maggiore  di  1,  o  infe- 
riore all'unità. 

Questa  proposizione  non  difTeriitce  essenzialmente  dal  teorema  di 
Kummer.  Si  deduce  da  questo  cambiando  a.  in  anC^m  sd  osser- 
vando che 

o^d,  — ^ — OH-ltr>H-l  = 

10.  Csrollaplo  I.  Una  serie  a  termini  positivi  è  convergente 
0  divergente  secondo  che  l'espressione 


-1    Iog« 


tende  ad  un  Iftnite  supen(»-e  p  inferiore  all'unità.  Ciò  si  deduce 
subito  dal  teorema  precedente  prendendo  a„^n  e  ricordando  che 
il  rapporto  di  ff»  a  logn  tende,  per  n  infinito,  verso  Tunità. 

11.  Copollarlo  II.  (Begolft  di  Cahen).  Jn  una  serie  convergente 
a  termini  positivi  il  numero 


cresce  indefinitamente  interne  ad  a. 

13.  Applleazlonoi  Occorre  spesso  di  dover  coQsidentre  delle  serie,  per  le 
qoali  il  rapporto  d'un  termine  al  termine  precedente  assame  la  forma 

«»fi      «p  -^  a«p-' -\- bni'~' -\- . . . 
■«r  "^  nP  4-  an^'  +  P»*""'  +■■•' 
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n 


le  espressioni  considerate  diventano  ^^^^w  ed  xy^Un,  e  tendono, 

n 

per  n  infinito,  a  Xo?  e  ^uz?,  se  X  e  ji  sono  i  limiti  di  ^^^^  e  )/w„.  Se 
X  e  ]Li  differissero,  allora,  attribuito  ad  a?  un  valore  qualsiasi,  com- 
preso fra  Y  ©d  -,  è  chiaro  che  la  serie  (6)  sarebbe  convergente 

in  forza  d'un  teorema,  divergente  in  forza  dell'altro.  Ciò  è  impos- 
sibile. È  dunque  assurdo  supporre  che  non  sia  X  =  ili. 


n 


bj  Abbiamo  supposto  i  limiti  di  ^^^^  e  di  |/w„   entrambi   esi- 

stenti;  ma  conviene  rammentare  che  nella  teoria  dei  limiti  si  è 
dimostrato  (XVIII,  9)  qualche  cosa  di  più,  e  cioè  che,  se  il  primo 
limite  esiste,  esiste  per  necessità  anche  il  secondo,  ed  è  icgruale 
al  primo, 

e)  Una  serie  può  convergere  senza  che  esista  né  l'uno  né 
l'altro  dei  limiti  considerati.  Per  esempio,  se  0<a<p<l,  la 

n 

serie  a  +  P*  +  et'  +  P*  +  o^  + . . .  è  convergente.  Intanto  /wn  è 
uguale  ad  a  0  a  p  secondo  che  n  è  dispari  o  pari,  mentre  il  rap- 
porto  d'un  termine  al  termine  precedente  tende  a  zero  per  n  pari, 
e  cresce  oltre  ogni  limite  per  n  dispari. 

d)  L'ultima  osservazione  mostra  che,  in  una  serie  convergente 
a  termini  positivi,  il  rapporto  d'un  termine  al  termine  precedente 
può  benissimo  prendere  valori  arbitrariamente  grandi  ;  ma  questa 
irregolarità  si  può  sempre  far  sparire  gruppando  conveniente- 
mente l  twmini,  presi  nell'ordine  in  cui  si  trovano  (*).  Infatti, 
dato  un  numero  positivo  ft,  piccolo  quanto  si  vuole,  se  si  osserva 
che  Sn  tende  ad  un  limite  finito  ^  >  0 ,  mentre  il  resto  R^  tende 
a  zero,  si  può  sempre  trovare  un  valore  di  n  a  partire  dal  quale 
si  abbia  kSn  >  Rn-  Ciò  resta  vero  se  si  considera  la  serie  a  par- 
tire da  uno  qualunque  dei  suoi  termini.  Ne  risulta  che  si  possono 
gruppare  i  termini  della  serie  t^i  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  >  lasciandoli  nel- 


(*)  Osservazioni  dorate  a  Lbbch  e  Wbtr  {Jornal  de  SeieneiM,  1886-87,  pp.  70,  07). 


l'ordine  in  cui  si  trovano,  in  modo  da   formare   una  nuova  serie 
,..,  i  cui  termini  soddisfano  all'ineguaglianza 

kv„  >  K„+i  +  rn+j  +  r,+i  4-  ■  •  • . 
l'ineguaglianza 

[.  Cosi  scomparisce  il  sintomo  di  divergenza  pre- 
rie  primitiva. 


T.  ESEBCIZn  SULLE  SERIE. 


.ttere  d'ona  serie  si  riconosce  enbito  mediante  coDdderatiani 
rere  meDomameate  ai  criteri!  di  convergeiiziL  Cori,  daU  li 


*"■■■+  [w^iip  '^ ■  ■  ■'^  (2^  —  [yj  +  &P  ■ 
p  supera  1, 

-1+-H-  +  -1+        I     ^'"'      I     ^ 
~'^~2i''iP'"''    gialli'  ~  2^ 

-i  +  _L+(-i_lV.    -    '^" 

"■    ~  2P-1  ~  ^  2''-i  I  2''-'  — I 

ita  sampre  creacente  con  n,  non  può  anperare  ogni  namera, 
n  limite  finito.  Per  esempio  le  serie 
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g 
SODO  coDTergentii  e  le  lorp  somme  non  snperano  2  ed  ^  ,   rispettivamente.    In 

seguito  si  Tedrà  che  i  valori  di  queste  somme  sono  -^  ^  qR  • 

2.  In  modo  analogo  si  dimostra   la  lenta  £vergenza  della   serie   armonica. 
Scrìvendo 


+  •••+  ^2k-i  +•••  +  2'^— l)  "'"  2* 


si  Tede  che 


114       8  2*-i       1  11 

-Sii  <  1  +  2  +  3  +  4  +  8  +  •  •  •  +  2)ra  +  2k  =  *  +  2*  ~  6  <  *  » 

per  &  >  2.  Invece  la  divergenza,  già  constatata  precedentemente  (XX,  5;  XXI,  2,  e; 
XXIII,  3)  in  tre  diversi  modi,  emerge  dal  seguente  gruppamento  di  termini: 

+  -"  +  ^2*-i-fl~'"  2*-i.+ 2 "'"'"''*  2*)  ' 


Si  vede  che 


'^••>  1  +  2  +  4  +  8"  "'"•••"'^~p~'^^'^"2"' 


k 

Col  crescere  di  A;,  e  qnindi  di  n,  1  -jr-»-  aumenta  oltre  ogni  limite,  ed  altret- 
tanto accade  a  fortUm  per  Jff».  Se,  per  esempio,  A;=  12,  è  n  =  4096.  Dunque 
la  somma  dei  primi  4096  termini  della  serie  armonica  è  inferiore  a  12,  ma  su- 
pera certamente  7.  Ulteriormente  acquisteremo  i  mezzi  per  riconoscere  che  la 
somma  di  cui  si  tratta  è  approssimativamente  ugnale  a  8 ,  89 . . . 

3.  Ma  ben  più  rapidamente  si  ottengono  i  risultati  che  precedono  quando  si 
adoperano  i  criterii  speciali  di  convergenza.  Così,  riprendendo  in  esame  la  serie 
del  §  1,  osserviamo  che 


Un        («  +  1)P 


MiH-i  nP 


-['+ìi  «»"(^-')-'- 


Dunque,  per  la  regola  di  Raabe  (XXIII,  8),  la  serie  converge  o  diverge  secondo 
che|>>l  0  |7.<;l.  Se|}  =  l,  è  nulla  l'espressione  considerata  dalla  regola  di 
Caben:  ciò  basta  (XXIII,  11  o  10)  per  asserire  che  la  serie  è  divergente  anche 


in  qaerto  ubo.  Adanque  la  serie  propoaU 
l'nnità. 


4.    Con  egoal  rapidità  «  semplicità  si 
tiponeneiale  (XX,  6).  BastA  osservare  the 


Dnnquo  (XXIII,  7)  la  serio  è  convergente 
verge  anche  per  ogni  valore  negativo  di  3 
converge  la  serie  formata  dai  valori  assoli 
i  tennini,  a  segni  alternati,  finiscono  per 
solato  e  tendere  a  lero,  appena  che  *t  sa; 


(log2>^^(log3)f^(log 
è  divergente,  qualunque  sia  p.  Infatti  (X 
lim  ttt»,  =3  lim  yj- 
6.  La  serie 


)'+  (io>3y  +  vi 

è  convergente.  Inatti  (XXIII,  13) 

lim  Vu.  =>  lim 

7.  Dimostnire  la  divergenza  della  serie 

1  +  2^+-^,+  ^ 


Un  =  — —     ,     lira  ■ — —  = 

Donqoe  (XSIII,  7)  la  serie  è  divergente  ; 
osservare  che  il  termine  generale  cresce  in 
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8.  Per  X  positivo  ed  inferiore  al.namero  e  la  serie 

f+^^(i)'+'^(f)+*'(i)*+- 

è  codTergente.  Infatti     * 

Per  x^e  la  serie  è  divergente.  È  anche  divergente  per  a;  =  0,  perchè  in  questa 
ipotesi  il  rapporto  considerato  si  mantiene  (XIX,  13)  costantemente  superiore  al- 
runità. 

9.  La  serie  logaritmica  (XX,  8)  ha  il  termine  generale  che  in  valore  assolato 
cresce  indefinitamente  con  n  o  tende  a  zero  secondo  che  |  x  \  sapera  o  no  Tanità. 
Per  la  convergenza  è  dunque  necessario  che  il  valore  assolato  di  oo  non  saperi 
Tanità.  Il  rapporto  d*on  termine  al  precedente,  nella  serie  formata  dai  valori 
assolati  dei  termini,  ha  per  limite 


hn,-^=|x|. 

Dunque,  se  |  «  |  <  1 ,  la  serie  è  convergente.  Se  |  a;  |  =>  1 ,  la  serie  è  divergente 
per  a;  ==  —  1 ,  perchè  in  tal  caso  coincide  con  la  serie  armonica,  ed  è  conver- 
gente per  a;  c=a  1 ,  perchè  allora  ha  i  termini  alternativamente  positivi  e  negativi, 
che  in  valore  assolato  decrescono  e  tendono  a  zero. 

10.  Già  sappiamo  che  la  somma  della  serie  precedente  è  il  logaritmo  naturale 
di  l-^-os.  Quando  x  è  positivo  e  non  superiore  airunità,  la  convergenza  della 
serie  risulta  suhito'dal  fatto  che  i  termini  sono  a  segni  alternati,  e  tendono  a 
zero  decrescendo  in  valore  assoluto.  Infatti  Tineguaglianza 


è  soddisfatta  per  a;<l  -j ,  e  quindi,  qualunque  sia  n,  per  a;<  1.  Intanto 

fi  — 

si  sa  (XXI,  10,  e)  che  la  somma  dei  primi  n  termini  è  superiore  o  inferiore  a 
log  (1  -|-  ^)  secondo  che  n  è  dispari  o  pari.  Ne  segue  che  si  può  scrivere,  qua- 
lunque sia  n, 

log(l+«)=.«-^  +  f-...±^.  (1) 

eon  6  compreso  fra  0  ed  1.  In  particolare 

CbsIbo,  Analin  algebrica  10 


er  H  intero  e  positi ro, 

quest'altra  fojma 

0  ed  1.  È  BDper6ao  tu 
no  stesso  anmero,  e  che 
il  primo  tende  nll'ani 

l+a;^  2  2  +  a! 
ti,  grappando  i  termini 

:  —. 1 r-        ,         lim  — 

gola  di  Baabe, 


XI,5,&)  si  oa«erTÌ  che  w, 

Dente  con  ciù  si  è  dim 
ad  un  limite  S  qna.ni 


e  ad  Bx  quando,  x  rimi 
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12.  Stadiare  la  sene 

^—'^og-^  +  -^  —  ìog-^  +  -^--\og-^  +  ...  (5) 

In  ?irtù  della  (3)  si  può  dare  a  qaesta  serie  la  forma 

1 ?_  .  1__J^  .  1 L_j_ 

14,0"*"  2       2  +  p"*'  3       3+y'*"""' 

con  a,  Py  Yf*  compresi  fra  0  ed  1.  La  serie  (5)  è  dunque  convergente^  perchè  i  saoi 
termini  sono  a  segni  alternati,  e  tendono  a  zero  decrescendo  in  valore  assolato. 
La  somma  della  (5)  si  rappresenta  con  (7,  e  si  chiama  costante  di  Eulero:  il 
sno  valore  è 

C7=  0,577215664 

18.  Se  C7n  è  la  somma  dei  primi  2n  termini  della  (5)  si  ha 


Scrivendo 


jHn  — log«=G.  +  logfl  +  -i 


si  vede  che  il  secondo  membro  tende  a  C,  per  n  infinito,  e  si  ottiene 

lim  (Hn  —  log  n)  =  (7. 
Ne  segue  che  si  può  scrivere 

jgr„  =  logn  +  C-f  p„,  (6) 

dove  pn  tende  a  zero  quando  n  cresce  alFinfinito. 


14.  La  serie 


'-i  +  T-T  +  T—-  (') 


i  convergente,  perchè  i  suoi  termini,  alternativamente  positivi  e  negativi,  decre- 
Mono  in  valore  assolato  e  tendono  a  zero.  E  poi  identicamente 


St. 


=  1  +  4+|  +  -  +  Ì-2(t  +  T  +  T  +  -  +  -Ì) 


5,<«'<lMrT 

lamento  la  somiiMt  bùogni 

=  l<«2  +  p„  — p«    ,    Si 

pronto  ebe   l'egroaglian» 
BÙte  per  x^l. 


1  2.3 
2-3+4- 

i.  Infatti 

Mt  »  pari  si  h( 

■[2      3 

)  +  (M)- 

- 

1  j_i    1 

-2+3-4 

iipim, 

..=  (- 

-w,-y 

Jea  log  2 
Uorì  pari. 

.a-(l-lo| 

la  aerie 

1  + 

l-l+i+i 

^i+i 

+  -  +  ^ 

T+^rfa-t 
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Danqae  (§  14) 

/Sf=-|- log  2  =  1,0397207... 

Qui  importa  notare  come  non  sia  sempre  ìecitó  aUerare  Tardine  dei  termini  di 
una  serie.  Infatti  le  serie  (7)  ed  (8),  che  differiscono  solo  per  Tordine  dei  termini, 
hanno  somme  dififerenti 

17.  Per  la  serie 

ii-2  +  "'+v-l  V     ^v  +  1^7T2^'"^2v-l  2v-    +•" 

si  ha 

5»n==fltn  — irn=»l0gv4-pt»— pn     ,      flf=logV. 


18.  Data  la  serie 


14.1_Ì4.Ì4,l_i+i  + 


3       1    '   5    '    7       8    •   9 
si  può  Bcrirere 


^Sfi 


=  (»+i+i+-+4èn)-(»+è+F+-+2S^) 

^      4.-1—4—L-+      +      1 


2n  +  1^2n  +  3^2n  +  5^"^4n  — 1* 
Ne  seg^e 


4n— 1^   *"  ^2n+l     '      4^     ^2 
Del  reato,  esattamente, 

&.  =  (a»-flin)-4-(fli«-ff.)  ,  ^= 4- lofir2  =  0.34657869... 


19.  Per  la  serie 


1  +J_+J_+_L+... 


1.2  '  2.3  '  3.4   ''4.5 
si  otseryi  che 


i*n+i  n{n+l)  '  n      '         \  i»n+i         / 


Danqne  la  Bene  è  wiiTergente.  Del  nato,  se  ri  osserrft  che  al  tarmine  genenle 
(i  pnù  dar  la  forma  — -j— j- ,  si  ha  sobito 


n+1  ' 


2^2       3^ 


k  tene 


a  ~r  R  ■  r"  710 


1 . 2 .  8  "•"  5 .  6^.  7  "•"  9 .  10 . 1 1  "f  13 .  14  .  15  "■ 


""       (4n  -  3)(4m  — 2)  "^(4n  — 2)(4n—  1)  ' 
a  e  ^  ri  debbono  detenninaie  in  modo  che  ria  ideotìcameote 

(4H-I)a+(*«-3)p  =  l.     . 

3      -     .1:  1  ,  1       „  Ir. 

=  -7-  M  ottiene  a t=  —  j  poi,  per  n  =  -j-,  p^  — 5-.  Dunque 

1  /      I         .        1       _       *       \ 
^™2\in  —  3'^in—l       2»— l/' 

iHt,  —  Hu)  —  \{mn  —  Bn)  ,    S— Ìlog2  =  0,1732867»... 

re  il  limite,  per  n  infinito,  di 

l+iii  +  2  +  iu!+8  +  iii  +  '--  +  ii  +  iwt' 
Bedmo  intero  conteDoto  in  tue,  l'eflpnBrioiM  considerata,  eTÌdententeote 

-S(+i,  tende  con  H„+,  —  S,  ad  uno  stesso  limite,  e  per6,  oiser- 
rapporto  di  v  ad  m  (saperiore  ad  x ,  non  inperioie  ad  2)  tende 
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22.  Ualtimo  rìanliato  permette  di  valutare  i^sai  &cilmente  Tarea  del  quadri- 
latero curvilineo  ABA'B^y  considerato  nel  §  18  del  cap.  XIX.  Riferendoci  alla 
figura  ed  alle  notazioni  del  citato  paragrafo,  dividiamo  Tarco  AB  in  n  parti, 
mediante  altri  punti  J.^,  ^2>  -^s»  *  *  •  >  le  cui  projezioni  ortogonali  sulPasaintoto  Ox 
dividano  in  parti  uguali  il  segmento  AJff»  Evidentemente 


'  n  'a?  —  a 

Ne  segue 


na      '    rt    I       na      '  '         i       na     *  * 


\      '    a?—  a  '    a?  —  a  '    a  — 

poi,  osservando  (9), 

^JB^'B'  =  c«log  f  1  +  ^-^^ \  =  c»log -  . 


28.  Studiare  la  serie 


1   4.jL4._L.+_^4._Ì»_  + 

re    AIO    ini^iii    i«;n^on    oin^*'* 


2 .  3  '  6 .  6  ^  9  .  10  '  U .  15   '  20 .  21 
Si  scorge  facilmente  che  il  numeratore  della  n*^  frazione  è 

1  +  8  +  4  +  5  +  .. .  +  («  +  l)  =  i(n  +  l)(n  +  2)-2=in(n  +  3)-l, 

e,  per  conseguenza,  il  denominatore  è 

in(«+8)(Jn(n  +  3)+l=)ln(n+l)(n  +  2)(n  +  3). 

Ora  si  ponga 

"*"      „(n+l)^(n+l)(n+2)^(n  +  2)(n  +  3)- 

Si  deve  avere  identicamente 

(n-f  2)(n  +  3)o  +  n(n  +  3)p  +  n(n  +  l)Y  =  2(n«  +  3n  — 2). 

2 
Facendo  successivamente  «  =  0,  n  =  — 3,  si  ha  subito  a«Y  =  — o^-   Poi» 

paragonando  i  coefiQcienti  di  n',   si  ottiene   a-|-p-f-Y  =  2,  e  se  ne  deduce 
10 


P=-5-.  Dunque 


^___2       10  j__2    1^_7 
3"^  3  "2       3*3"^9' 


,  1.2  . 


le  ftpplic&re  la  regola  di  Raa 


>  I  U  serie  à  eoarei^Dte, 
s  1 ,  come  »Ì  riconosce  ditettan 
Cile,  quando  la  wrie  oonrer^ 
\  e  rìdente 

forma 

{*  — l)«fc,  =  nM,-l- 
nbiando  n  in  n— I,»  — 2 3,2,1,  poi  .™™".^'.    -i  »•• 

«  che  On  tenda,  pai  n  infinito,  ad  un  limite  a 


«--1  o«       « 

ie  conTerge  per  a:<a,  diverge  pei  x>a.  E 
uido  i  namerì  a, ,  Of,  Of,. ..  ai  segnono  crescei 


caso  la  conrergeuia  dipende  dalla  speciale  su 
)iiino  Inogo  dal  contegno  di  <•(*,  —  a)  pei  t. 


-^T 
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36.  Sopposto  che  esista  il  limite  a  di  0^  per  n  infinito,  studiare  la  serie 

V.x     . 2[^ 3j^3 


oj  +  oj   '   (a;  +  aj  (2aj  +  0,)   '    (a;  +  a,)  (2a?  +  «^  (So;  +  a,) 
Si  ha 


poi  la  regola  di  Baabe  conduce  a  calcolare 


\      nx  I  XX 


Dunque  la  serie  è  convergente  per  x  K^a ,  divergente  per  x^a;  ecc. 

27.  Dimostrare  che  si  paò  (*)  affermar  convergente  la  serie  t«i-|-tf|-|-  Uj-^*** 
appenacbè  si  riesca  a  trovare  nna  variabile  positiva  On,  tale  che  sia,  a  partire 
di  un  certo  valore  di  n, 


Si  ricava  da  questa  disuguaglianza 


""(^+^)- 


Un         Un+l  ^  ^, 

=  «n+l . 

Dunque  —  decresce,  e  però  tende  ad  un  limite  finito:  ciò  dimostra  la  conver- 
genza  della  serie 

[ax       (hi       \(h       aJ       loa       a*/"^'" 
ed  a  fortiori  (XXI,  5,  6)  quella  della  serie  data. 

38.  Data  una  successione  qualunque  di  numeri  positivi  a^.a^^a^, .,.  dimo- 
strare la  convergenza  della  serie 


l  +  «.  '   (H-a,)(l+a,)      (l+«,)(l+«h)(l+«j) 


(*)  Qaesta  speciale  regola  di  convergeaza  ò  stata  segnalata  dal  prof.  Qiudicb  nei   Rétf^ 
dicQ/iti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  (1890). 


si  vede  che  la  eoDTergeazB  wftne  immediataroE 
ne]  precedente  paragrafo.  Del  resto  ai  ha 


(l  +  a,)(l  +  ^. ..(!+«.-,)      (1 


a.-i- 


)  Su  cresce  insieme  ad  •*,  ma  si  mani 
d  nn  limite  S^\. 

r  trovare  la  loroiDa  della  serie 

a'ctf  2  +  wctg  §■  +  aKtg^ + "Ci 

cbe,  in  Tirtù  della  nota  faimola 

arctg  ce  —  arctg  y  =  arct 


5,  =  arctgl  —  arctgg- 


mostrate,  per  x  compreso 

fra  0  ed  ], 

+(n: 

a^aen'q>  bb 
;rces'<p)(I- 

W.-1   " 

a^seo'ni 

t  all'infinito,  sen'nq)  e  cos'MCp  < 


—  155  — 

e  però  il  rapporto  precedente  non  ha  limite  determinato.  Nondimeno  si  os8er?i 
che^  essendo  costantemente 

Mn-l 

ciò  basta  per  asserire  che  la  serie  è  convergente. 

31.  La  serie 

senq)-|-8en2q>  +  8©n3<p-|-8en4<p-f-' •  •  (10) 

non  è  convergente,  perchè  il  termine  generale  sen  ncp  non  tende  a  zero  (si  sup- 
pone che  q>  non  sia  nn  multiplo  di  ir).  Essa  è  indeterminata.  InJhtti,  se  si  mol- 
tiplicano per  sen^  i  termini  di  Sn,  ponendo  mente  alla  relazione 

2senv<p  sen  —  =  oo8(2v  — - 1)^  —  cos(2v  + 1)  o  » 
si  ottiene 

2&i9en^  =  cos^  —  cos(2n  + 1)~  =  2sen -^  sen^ — '     ^    . 

Dunque  la  somma 

ncp 
sen-j^  m 

& ^wn(»+l)| 

oscilla  indefinitamente. 

32.  Inoltre  si  osservi  che,  fissato  cp,  il  valore  assoluto  di 

|XP 


seny         V  ^        f 


non  può  diventare  arbitrariamente  grande.  La  serie  (10)  è  dunque  fra  quelle  con- 
template da  nn  noto  teorema  (XXI,  8),  e  però  si  può  affermare  la  convergenza 
della  serie 

aisenq)  -f-  aa8en2q>  -|-  a38en39  -f"  a4sen4(p  -|- 

qualunque  sia  la  successione  di  numeri  Oi ,  a, ,  ag , . . . ,  decrescenti  e  tendenti  a 
zero.  Per  esempio  la  serie 

senq)  +  ^sen2<p  -|-  -^seuSq)  +  jsen49  + . . . 

è  convergente  per  ogni  valore  di  9. 


Xm,  9),  u  p  BDpen  1    U  mne  e 

[I,  8}  ohe  p«r  p  ^3  1 ,  ed  a  fortwrt  (XXI,  5e)perii<l    las 


lare  1»  aerìe 
2P(log2)i  ^  »'(log3)i  ^  4^C!og4))^  6»(lo( 


reso  fra  0  ed  1 ,  e  tendente  ill'iinità  per  n  i 

(■+^»+-)('+4^+-)-'+ 

tennini  che,  moltiplicati  per  nlogn,  tendon 
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Daoqae  la  serie  è  convergente  per  p  >  1 ,  divergente  per  p  <  1.  Se  j>  s=  1 ,  si 
ha  (§  10) 

lim  \n  I  —^ 1  I  —  1  [  logn  s»  g  lime  ="  g , 

(    \M»4.i       y       ) 

e  però  la  serie  diverge  per  gf  <  1 ,  converge  per  $  >  1.  Finalmente,  se  jp  e  $ 
sono  entrambi  ugnali  all'unità,  si  ha 


«M-i 


w  '^n-f-6*  nlogn  ' 


con  e  compreso  fra  0  ed  1 ,  e  però  (XIX,  17  ;  §  10) 


lim      nf-!^= l]-l    logn  — 1    log  logn 


..    1  — e 


=  ^^  ;r+è  ^^^  lo»»»  =  2  ^^^ 


li:-«lo8rn,.    log  logn 


lim 


logn 


0. 


Dunque,  riassumendo,  la  serie  (11)  è 


eorwergente  per 


divergente    per 


p  >  1    t    g.   qualunque 
i)=l    ,    q>l 

P  <i^    *    9.   qualunque. 


36.  Indichi  v  il  numero  delle  cifre  di  n,  e  si  consideri  la  serie  che  ha  per 
termine  generale 


essendo  0<[S<l>ar>l.  Si  osservi  anzitutto  che  v  —  1  non  supera  il  loga- 


vP 


ritmo  volgare  di  n,  e  però  —  tende  a  zero  (XIX,  17)  quando  n  cresce  aU'infi- 

n 

nito,  qualunque  sia  il  numero  fisso  p.  Ne  segue 


imv^fin  =  limj       '^.^r*"^      '>'=g<l. 


lim 

La  sene  converge  dunque,  per  quanto  grande  sia  x.  Se  invece  di  V^t«n  avessimo 
considerato  il  rapporto  di  due  termini  consecutivi,  nulla  avremmo  potuto  con- 
cludere. In&tti,  se  </  è  il  numero  delle  cifre  di  n  —  1 ,  è  chiaro  che  la  difife- 


renu  v  —  v',  genertlraenU  nalla,  è  ugnale  Eill'aaità  quando  h  è   ona  potenza 
di  10.  Ne  Mgae  cbe  il  rapporto 

è  ugnale  a  9 ,  in  generale,  ma  prende  il  valore  ^  ogni  volta  che  n  diventa 
ad  ana  potenza  di  10.  Esiste  donqDe  una  8ncc««BÌoae  di  valori  1,  10, 
XK),...,  tale  ebe,  percorrendola  n  all'infinito,  il  rapporto  d'on  termiiK 
ine  precedente  oltrepawa  ogni  limiW,  malgrado  cbe  la  serie  eia  eon- 
e  {'). 


XXV.   SULL'INFLUENZA 

DELL'ORDINE  DEI  TERMINI 

NELLE  SERIE. 


lefinizionl.  Prescindendo  dai  termini  nulli  diremo  (")  che 
'.rie  differiscono  solo  per  l'ardine  dei  termini  quando  ogni 
le  che  si  trova  un  certo  numero  di  volte  nell'una  ai  trova 
ante  volte  nell'altra,  e  viceversa.  Alterare  l'ordine  dei  ter- 
i'una  serie  slgniSca  costruire  un'altra  serie,  che  dalla  prima 
sca  solo  per  l'ordine  dei  termini.  In  queste  deGnizioni  è  im- 
la  supposizione  che  uno  stesso  termine  si  trovi  un  numero 
di  volte  in  ciascuna  serie.  Inoltre,  perchè  un'inversione  di 
li  sia  ben  definita,  è  necessario  poter  assegnare  in  modo  unico 
lo  n'  in  cui  deve  venire  il  termine  di  posto  n.  Cosi  ad  t^i 
I  finito  di  n  corrisponde  un  valore  finito  di  n':  dire,  in&tli, 
:.  si  trasferisce  all'infinito,  non  è  determinare  il  posto  eie 
ve  occupare  dopo  l'inversione. 

iorge  ora  spontanea  la  domanda  :  è  lecito  alterare  l'ordine 
'•mini  d'una  serie  9  Vedremo  che  ciò  non  è  sempre  lecito, 
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in  quanto  che  un'inversione  di  tet*n)ini  può  influire  non  solo  sul 
valore  della  somma  della  serie,  quando  questa  è  convergente,  ma 
anche  sul  carattere  della  serie  stessa.  Frattanto  si  dirà  che  una 
sene  è  assolutamente  convergente  o  assolutamente  divergente 
quando  conserva  il  suo  carattere,  qualunque  sia  Tordine  dei  ter- 
mini. Si  dimostrerà  che  in  simili  serie  non  è  solo  inalterabile  il 
carattere,  ma  anche  il  valore  della  somma.  Si  chiamerà  sempli- 
cemente convergente  o  semplicemente  divergente  ogni  serie  con- 
vergente 0  divergente,  che  non  sia  tale  assolutamente. 

3.  In  questo  capitolo  ci  limitiamo  a  studiare  le  serie  per  le  quali 
è  lira  w„  1=0,  perchè  ad  esse  è  sempre  applicabile  l'alterazione  nel- 
l'ordine dei  termini,  quale  si  è  definita  nel  §  1.  Prima  di  tutto,  in 
una  qualunque  di  queste  serie,  un  termine  a  non  può  comparire 
infinite  volte,  perchè,  preso  €  fra  0  ed  il  valore  assoluto  di  a,  esiste 
un  numero  v,  tale  che  per  n>v  è  sempre  |w„|  <6,  dimodoché 
i  termini  uguali  ad  a  sono  necessariamente  compresi  fra  i  primi  v, 
e  però  il  loro  numero  non  supera  v.  Inoltre  la  tendenza  a  zero 
del  termine  generale  persiste  dopo  qicalsiasi  inversione.  Infatti 
sia  v'  il  posto  occupato,  dopo  l'inversione,  da  quello  fra  i  termini 
u^,u^,...,Uy,  che  va  a  collocarsi  più  lontano  degli  altri  nella 
nuova  serie.  È  fra  i  primi  v'  termini  di  questa  serie  che  bisogna 
ora  cercare  tutti  i  termini,  il  cui  valore  assoluto  non  è  inferiore 
ad  6.  Dato  e,  esiste  dunque  un  numero  v',  tale  che  per  n>v'  è 
sempre  1 1«„  i  <  e .  Dunque  lim  t^„  =  0  anche  dopo  l'inversione. 

4.  Teorema  I.  Una  serie  a  tennini  positivi  non  può  essere 
che  assolutamente  convergente  o  assolutamente  divergente. 

Se  la  serie  è  divergente,  si  operi  in  essa  un'inversione  di  ter- 
mini, e  sia  u\  +  w's  +  ^'3  +  •  •  •  ^^  s^^'J®  che  si  ottiene.  Se  si  pren- 
dono nella  seconda  serie  n'  termini,  che  fra  loro  comprendano  tutti 
i  termini  di  5»,  si  ha  S'nf>  Sny  e  siccome,  per  ipotesi,  iS'n oltrepassa 
ogni  limite  quando  n  cresce  aH'inflnito,  altrettanto  può  dirsi  di  S'„., 
giacché  n'>n  cresce  indefinitamente  insieme  ad  n.  La  serie  ri- 
mane dunque  divergente,  malgrado  l'avvenuta  inversione.  Se  poi 


la  serie  è  convergente,  si  prendano  in  < 
flcientemente  grande  per  includere  gli  n' 
e  siccome,  per  ipotesi,  crescendo  n'  e  qa 
ad  un  limite  S,  altrettanto  può  dirsi  di 
scente.  La  serie  rimane  dunque  convei^ 

6.  In  quest'ultimo  caso  si  ha  inoltre  i 
dono  nella  seconda  serie  n'  lermìni,  ch< 
n  termini  di  S„  è  5',/^S»,  e  però,  or 
stanza  di  5*,  è  pure  5'^S.  Dunque  5*: 
inversione  di  termini,  in  una  serie  cot 
tivi,  non  solo  non  altera  la  convergerti 
invariata  la  somma. 

6.  Taorsma  II  (').  Data  una  seì-ie, 
zero,  siano  rispettivamente 

a, +0,4-03  + ^i  +  i 

le  serie  formate  dai  termini  positivi  e 
?nini  negativi,  presi  nell'ordine  in  cui 
(a)  e  (b)  sono  convergenti,  la  serie  dàtt 
gente.  2°  Se  una  sola  delle  dette  serie  è 
è  assolutamente  divergente.  3°  Se  le  dt 
carattere  della  serie  data  dipende  dall'i 
quanto  che  si  può  sempre,  con  opporli 
la  serie  sia  convergente,  divergente  o  1 
è  convergente,  si  può  ottenere  che  la  s 
siasi  valore. 

a)  Presi  l  primi  n  termini  della  serie,  e  supposto  che  a  di 
essi  siano  positivi  e  p  negativi,  si  avrà,  indicando  con  A„  e  B,,  ri- 
spettivamente le  somme  dei  primi  n  termini  nelle  serie  (a)  e  (&), 

S„  =  A^  —  B^.  (1) 

0  dft  RiiMiKH  rbI  1S34.    Vedi  la    •  S.  RitnanWt  gu. 
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Si  noti  che  I  numeri  a  e  p  crescono  IndeSnitamente  insieme  ad 
altrimenti  la  serie  finirebbe  per  aver  tutti  i  termini  delio  ate 
segno.  Ora,  se  le  due  serie  sono  convet^nti,  S»  tende  ad  un 
mite  S=^A  —  B,  e  però  la  serie  considerata  è  convei^nte.  O 
verge  poi  in  modo  assoluto  perchè  si  è  visto  nel  §  4  che  si  posse 
comunque  invertire  i  termini,  tanto  in  (a)  quanto  in  (b),  senza  e 
queste  serie  cessino  di  convei^re,  e  quindi  senza  che  cessi  di  a 
vergere  la  serie  data. 

bj  Se  una  serie  è  convergente  e  l'altra  divergente,  5,  cres 
ìd  valore  assoluto,  oltre  c^i  limite.  La  serie  considerata  è  dunq 
ilivergente,  ed  è  tale  in  modo  assoluto,  per  quanto  si  è  detto  i 
§4- 

cj  Siano  ora  divergenti  le  serie  (a)  e  (b).  L'eguaglianza  (1)  [ 
nulla  ci  dice,  poiché  le  quantità  A^  e  B^  crescono  oltre  ogni  limi 
senza  che  nulla  sia  lecito  asserire  sul  modo  di  variare  della  U 
differenza.  Bisogna  dunque  ricorrere  ad  altre  considerazioni.  Ar 
tutto  mostriamo  come  si  possano  ordinare  i  termini  della  serie  da 
in  modo  che  questa  sia  convergente  ed  abbia  una  somma  <T,  ass^^i 
a  priùri.  Si  prendano  tanti  termini  della  serie  (a)  quanti  appe: 
occorrono  per  formare  una  somma  superiore  a  <t,  dimodoché 
'^1  +<»j-f<^s +  ■■■  +  «/'>  O  ,  ma  a,-i-at  -f  03  +  ...-)-  a^u-i  ^ 
ovvero 

Ciò  è  sempre  possibile,  poiché  la  serie  (a)  si  suppone  dlvergec 
Similmente  la  divergenza  della  serie  (b)  permette  dì  sottrai 
da  Sf  tanti  termini  iniziali  della  serie  stessa,  quanti  appena  occ 
rono  per  ottenere  una  somma  non  superiore  a  <t,  dimodoché 

Oi  +  <*i  +  ■  ■  ■  +  (^^  —  6,  —  6,  — . . .  —  6,  <:,  o  , 
a,-\-at-\-...-\-a/<  —  b,  —  &(  —  ...  —  6,_i  >  a , 
ovvero 

Analogamente  si  a^^iui^no  n'  nuovi  termini  di  {a),  poi  se 

Cniao,  Anailal  alfbriea  11 
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0  v'  di  (fi),  e  si  prosegua 
jj  somme  che  eseguano  in 
isiblli.  Le  disuguaglianze  p: 

scrivere  cosi: 

0<o  — 5,.  +  .<) 
0<a  —  S^,+,-t.^ 

"ano  che,  quando  ad  n  si  . 
H-f  v  +  m',  mH  V  ì-M'  +  V 
ze  IVa  5„  e  ff  non  superai 

,  6,  ,  Of-f  ,u'  .  &.+.'  ,  «fi-t- 

)Otesi  tendono  a  zero.  Si  li 

lim  S.,  -^ 

percorre  la  successione  (2) 
0,  è  com()reso  fra  due  Ieri 

.S-,  --.,  S,  ■    .%        o 

le  i  è  di  posto  pari  o  di  pus 
„  è  sempre  compresa  fra  t 
;uaglianza  (3)  sussiste  senza 


Hi--jr«- 
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che  la  serie  può  diventare  dtoergente  o  indeterminata  basta  ripe- 
tere i  ragionamenti  che  precedono,  sostituendo  a  a  una  quantità 
variabile  con  n,  la  quale  per  n  crescente  airinflnito  cresca  inde- 
finitamente o  non  tenda  verso  alcun  limite  determinato. 

7.  Tttopema  III  (').  Perchè  una  serie  sta  assolutamente  con- 
vergente è  necessario  e  efficiente  che  sia  convergente  la  serie 
formata  dai  valori  assoluti  dei  termini. 

La  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  dei  valori  assoluti 
è  A^-^-  Bfi.  Questa  serie  è  dunque  divergente  quando  una  almeno 
delle  serie  {a)  e  (b)  è  divergente,  ed  è  convergente  soltanto  nel 
caso  della  convergenza  simultanea  delle  serie  stesse.  Ora,  in  virtù 
del  precedente  teorema,  tale  convergenza  simultanea  si  avvera 
sempre  e  soltanto  nel  caso  deirassoluta  convergenza  della  serie 
proposta. 

8.  Teorema  IV.  La  somma  d'una  serie  assolutamente  con- 
verffefite  resta  inalterata  per  qualsiasi  inversione  di  termini. 

Abbiamo  visto  che,  nel  caso  dell'assoluta  convergenza,  sono  con- 
vergenti le  serie  (a)  e  (b),  e  la  somma  dei  primi  n  termini  è  A^  —  B^, 
Diventerà  -4'«r  —  B'fif  dopo  un'inversione  di  termini.  Ma  la  serie 
convergente  (a)  è  a  termini  positivi,  ed  abbiamo  già  dimostrato  (§  5) 
che  la  somma  di  simili  serie  è  indipendente  dairordine  dei  termini, 
dimodoché,  col  crescere  di  a  o  di  a',  tanto  A^  quanto  A'^f  tendono 
verso  uno  stesso  limite  A.  Altrettanto  dicasi  di  B^  e  ff^f,  che  ten- 
dono ad  un  limite  comune  B,  Dunque  la  somma  della  serie  pro- 
posta è  sempre  S-=A  —  R 

9.  Teorema  V  (**).  Se  i  termini  d'una  serie  semplicemente 
convergente  si  seguono  decrescendo  in  valore  assoluto,  il  rapporto 
fra  il  numero  dei  termini  positivi  e  quello  dei  termini  negativi 
non  pica  tendere  ad  un  limite  diverso  dall'unità. 


{*)  Dorlito  a  LBJBONB^DiRiCBLifiT  {Giornale  di  CrelU^  1820). 

(**)  Vedi  nel.«  Bultetin  des  Science»  tnath.  et  astr.  »  (18S8)  una  ingegnosa  dlmostraiione 
di  questo  teorema,  dovata  al  sig.  O.  Bagnbra. 
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lendo  a.=^l  o  a„  =  —  1  secondo  che  il  termine  generale 
vo  o  Degativo,  e  rappresentando  con  tt„  il  valore  assolato 
to  termine,  si  può  alla  serie  proposta  dar  la  forma 

a,u,  +a,«, +  0,1*3  + 

I  del  teorema  dì  Dirichlet  (g  7)  la  serie  u,  +  u,  +  u,  + . . .  & 
nte.  Inoltre  i  suoi  termini  tendono  a  zero  decrescendo,  e  però 
nvocando  l'ultima  proposizione  della  teoria  dei  limiti, 

^  ^+a.  +  ...  +  t,  ^..     a.».  +  o,i^ 


lim^ 


',+«.  +  •■■  +  «- 


il  primo  membro  esista.  Ora,  osservando  cheai+at+..+(i. 
e  all'eccesso  del  numero  dei  termini  positivi  su  quello  dei 
n^ativi,  si  vede  cbe  il  limite  del  rapporto  di  questi  doe 


.-{fl,+o,  +  ...  +  a.)  i_i(a,  +  a,  +  ...+a.) 

ermini  positivi  sono  tanto  frequenti  guanto  i  negattot. 

XXVI.  OPERAZIONI  SULLE  SERIE. 


ni.  Date  due  serie  mediante  i  termini  generali  tt„ 
tdizionarle  significa  formare  la  serie  che  ha  per  termine 

to.  =  w,  +  «,  : 
■:arle  significa  formare  la  serie  che  ha  per  termine  generale 
tfj„  —  u,v^  +  MtC,_i  +  UjV— ,  + . . .  +  «.y, . 

orsina  I.  L'addizione  di  due  serie  convergenti  dà  luogo 
serie  convergente,  la  cui  somma  risulta  per  addizione 
mme  dette  serie  date. 


wfm 


Se  Un  e  V,  sono  le  somme  dei  primi  n  termini  delle  serie  date, 
la  somma  analoga,  per  la  serie  somma,  è 

=  (W.  +  «t  4-. ■■  +  «.)  +  («. +  «,  +  •■  ■  +  !'„)  :r3C^.+  F„. 

Dunque,  per  n  inSnito,  H'',  tende  al  limite  W=U-\-V.  Si  noti 
che  il  teorema  sussiste  per  qualsive^lia  numero  finito  di  serie.  Più 
oltre  si  vedrà  che  raramente  sussìste  quando  il  numero  delle  serie 
cresce  all'inflollo. 

8.  Taorsma  II  (').  Se  la  moltiplicazione  di  due  serte  conver- 
genti produce  tma  serie  convergente,  questa  ha  per  somma   ii 
prodotto  delle  somme  delle  serie  date. 
Addizionando  i  primi  n  termini  della  serie  prodotto 

v},^u,Vi  ,  w,  =  tt,c, +  ttit),  ,  te'3  =  u,tJj4-«,r,  -|-ttjWi 

si  ottiene 

W,  =  M,  r,  ■+-  w,  F„_i  +  «,  Vn-t  +  ...+«„  F,  ;  (1) 

poi,  sommando  nuovamente  e  dividendo  per  n, 

1{W,+  W,  +  ...^W„)  =  ^{U,Vn-\-  U^V,.,  +  ...+  U„V,).  (2) 

Poiché  le  tre  serie  si  suppongono  convergenti,  i  limiti  U,  V,  W 
di  {/.,  F.,  W^,  per  n  infinito,  esistono.  Quindi  (XVIII,  8,  11)  esi- 
stono ì  limiti  dei  due  membri  di  (2),  e  sono  W  ed  T]V.  Dunque 
W=l]V. 

4.  Importa  osservare  che  la  moltiplicazione  di  due  serie  conver- 
genti può  produrre  una  serie  indeterminata.  Non  produce  mai 
una  serie  divellente,  perchè  altrimenti  il  primo  membro  di  (S) 
crescerebbe  oltre  <^nì  limite  come  W»,  invece  di  tendere  ad  UV. 

Ut  •  asl  •  Bultttin 


Per  dimostrare  poi  che  la  serie  prodotto  può  efTettiTamente  e 
indeterminala,  si  moltiplichino  ft-a  loro  le  serie 


'-I+S-1+- 


log2      log3~'"log4 


entrambe  convergenti  (XXI,  9).  Il  termine  genen 
in  valore  assoluto, 


{-I)-'«..^j- 


-kg(nM)"^   21ogn^31og(. 
Dunque  si  ha 

>+f  +  ì  +  ---- 


I  u).  I  >  ■ 


Quando  n  cresce  all'infinito,  il  secondo  membro 
l'unità,  e  però  w„  non  può  tendere  a  zero:  la  s( 
converge.  Tuttavia  si  osservi  che  le  serie  (3)  sor 
vergenti  semplicemente.  Il  teorema  del  s^uenti 
vedere  che  solo  in  questo  caso  la  serie  prodotto  pui 

6.  T«*r«ma  III  (')■  La  moHtplicazione  di  dì 
genti,  una  almeno  delle  quali  sia  assolutame. 
produce  una  serie  convergente. 

Alla  relazione  (1)  si  può  dar  la  forma 
tI/„:^«,(F— p„)  +  tt,{r— p,_,)  +  ----f  Wn(T'- 
chiamando  p„  il  resto  nella  serie  delle  v,  e  pone 

O.  — «,p,  +  «,p,^,+tt3P,_,+  ...+- 

Se  fosse  dimostrato  che,  quando  n  cresce  all'in 
zero,  3i  potrebbe  scrivere  subito 

W=limir„=  Fiimf/„  =  ur. 


■^-ifl(y«(P-  1«)  per  due  »ri.  »• 

Il  Giornsl*  ii  CrtU»  (t.  LXXIX,  | 
iT«rg«  lemplicfl mante.  La  dlmoatra 
?V'r4ip.  .no(ft.,  IBT9,  p.  )30). 
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Tutto  si  riduce  dunque  a  dimostrare  che  <Tn  ha  per  limite  zero. 
Si  scinda  n  in  due  parti,  v  ed  n  —  v,  ciascuna  delle  quali  aumenti 
indefinitamente  insieme  ad  n.  Indichino  rispettivamente  A  ed  A' 
i  massimi  valori  assoluti  di 

Poiché  la  serie  delle  v  converge,  il  numero  A  è  finito,  ed  il  nu- 
mero A'  tende  a  zero,  perchè,  crescendo  indefinitamente  n  — v 
insieme  ad  n,  ciascuno  dei  resti  Pn-,+i ,  Pn-v+c , . --  tende  a  zero. 
Ciò  premesso,  potendosi  scrivere 

(Tn  =  (Wi  pH  4-  Wj  p„-l  +  .  .  .  +  W,  Pn-»+l) 

+  (U^+ì  P»-»  +  W^t  Pn-y-l  +  .  .  .  +  t/nPi)  , 

si  riconosce  subito  che  il  valore  assoluto  di  (Tn  non  supera 

A'  (u\  + 1*',  +  . . .  +  u\)  +  A  {u\^i  +  w\ff  +  . . .  +  u\) 

•     =A'if,+A(irn—ir,), 

se  u\  è  il  valore  assoluto  di  Un .  Poiché  la  «serie  delle  u  é  con- 
vergente assolutamente,  converge  anche,  in  forza  del  teorema  di 
Dirichlet,  la  serie  delle  u'.  Ne  segue  che,  crescendo  n  airinfinito, 
1%  tende  ad  un  limite  finito,  e  però  A^lf^  tende  a  zero.  Simil- 
mente iTn —  C/'t  tende  a  zero,  e  però  tende  a  zero  anche  A(V'n —  C^'y), 
poiché  A  è  finito.  Dunque  lim(T.  =  0.  Il  teorema  si  estende  faciU 
mente  al  caso  di  più  serie,  in  numero  fifiito  f). 

« 

6.  Teorema  IV.  Le  serie  ottenute  addizionando  o  moltipli- 
cando due  serie  assolutamente  convergenti  sono  assolutamente 
convergenti. 

Se  le  serie  delle  u  e  delle  v  sono  assolutamente  convergenti, 
convergono  anche,  pel  teorema  di  Dirichlet,  le  serie  delle  u*  e 
delle  i/,  e  però  (§  2,  5)  sono  convergenti  le  serie  che  hanno  per 
termini  generali 

WV  +  ^'»      ®<^       ^'l  ^'»  4-  ^'«  «^'n  -l  +  .  .  .  +  t*'n  t?'  1  . 
(*)  Vedi  il  «  Corto  di  Anali  ti  algebrica  »  (p.  200)  di  Capblli  0  Oarbieri. 


indo  to',  il  valore  assoluto  di  w.,  è  cbiaro  cbe  oel  casa 
le  ai  ha  to'.  <  u'.  -(-  v'n ,  e  nel  caso  della  moltiplicazione 

«y, 5^ «',»'.  + m',o',_i  +  .  ..  +  w',»', . 

entrambi  i  caaE,  la  serie  delle  vV  è  convergente,  perchè 
ini  sono  positivi  e  non  superano  i  corrispondenti  termini 
convergente.  Converge  (XXV,  7}  dunque  assolatamente 
le  to. 


XXVn.  SERIE  DOPPIE. 


lione  di  infinite  serie  conduce  a  considerare  le  serfe 


somma  di  tutti  i  termini  contenuti  nel  quadro  formato 
I  m  orizzontali  e  dalle  prime  n  verticali,  sia  cioè 

S^  =  a„  +  a,,  +  «„-!-...  +  oi„ 
+  a„  +  a„  -!-  o„  -I- . . .  +  «ft. 

+ 

+  a,.!  +  a,rt  +  o«,  +  . . .  +  a- . 

dice  convergente  se,  crescendo  m  ed  n  all'infinito, 
id  un  limite  finito  e  determinato  S,  indipendente  dal 
riare  di  m  e  di  n.  Se,  invece,  S„  cresce  olbre  ogni 
arie  è  divergente.  È  indeterminata  in  ogni  altro  esso. 
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2.  Una  serie  doppia  si  può  sommare  orizzontalmente,  si  possono 
cioò  prendere  le  somme  U| ,  t€« ,  t^s , . . .  delle  serie  orizzontali  (1), 
e  formarne  la  serie  w^  +  w,  +  **s  +  •  •  Sommarla  verUcalmenle 
sig;niflca  invece  prendere  le  somme  v^,v^,v^,,,,  delle  serie  ver- 
ticali che  compariscono  nel  quadro  (1),  per  formar  poi  la  serie 
^i  +  ^8  +  ^3  +  •  •  •  Quando  la  serie  doppia  è  convergente  o  diver- 
gente, le  due  serie  cosi  ottenute  sono  convergenti  o  divergenti, 
rispettivamente,  e  nel  primo  caso  le  somme  U  e  V  delle  due  serie 
semplici  coincidono  neirunico  valore  S,  somma  della  serie  doppia. 
Si  noti  che  sommare  orizzontalmente  una  serie  doppia  equivale  a 
far  prima  crescere  n  airinfinito  in  Smn,  mantenendo  fisso  m,  per  far 
poi  indefinitamente  crescere  m  nel  limite  ottenuto.  Sommare  ver- 
ticalmente equivale  invece  a  far  crescere  indefinitamente  prima  m, 
poi  n.  In  altri  termini,  nei  due  modi  di  addizione,  la  somma  S  si 
presenta  cosi: 

S  =  lim  nim  Smn]      ,      S  =  \im  (ììm  S^n] . 

iiissQo\n=i90        /  n:sooVm  =  QO        / 

Perchè  la  serie  si  possa  dire  convergente  è  necessario  che  ogni 
altro  modo  di  addizione  fornisca  la  medesima  somma  :  si  dovrà, 
per  esempio,  avere 

iS'  =  lim5',,. 

8.  La  regola  per  Taddizione  delle  serie  condurrebbe  a  porre 
ugnali  fra  loro  le  somme  U  e  V,  quando  esistono;  ma  è  facile 
vedere  che  Taddizlone  per  verticali  può  condurre  ad  un  risultato 
diverso  da  quello  cui  si  perviene  sommando  orizzontalmente,  ed 
è  chiaro  inoltre  che  l'uguaglianza  fra  i  due  risultati  non  baste- 
rebbe ad  affermar  convergente  la  serie.  Per  avere  esempii  di 
serie  doppie  che  presentino  le  diverse  particolarità  accennate 
basta  darsi  arbitrariamente  qualche  forma  di  S^^:  ad  essa  cor- 
risponde effettivamente  la  serie  doppia  che  ha  per  termine  ge- 
nerale 
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4.  CobI,  p«r  aven  on  cseiujHO  di  serie  divergente  o  di  wrie  convergeote,  basti 
attribuire  nd  Sn„  il  TRlore  m--)-"  o  il  rilore  inTerM.  Attribuendo  iniece  ti 
.?«,  i  talori 

l'^^«/'    m-fn'    (m  +  n)"      (m  +  n)»     

Sì  ottcDgoDO  serio  indeterminate.  Lft  prima,  lommita  orìiton  tal  mente,  unibn 
divergete,  mentre  nfiraddizione  per  verticali  ai  pretenta  convergente,  con  somma 
eguale  all'unità.  lincee,  ]>er  m^tt,  è  S=e,  e  per  altri  opportnoi  modi  dì  f«r 
crescere  iaiieme  m  ed  »  all'infinito  si  ottengono  per  S  tatti  i  valori  clic  mf:- 
rano  l'unillt.  Nelle  medeaime  circostanze  la  i«coDda  serie  si  presenta  conTetgecU, 

e  la  sua  somma  assume  i  ralori  0,  1,  ^,  o  qnalnnqae   altro  valore   compre» 

fra  0  ed  1.  La  iena  Bene,  sommata  oriizon  lai  mente  o  verticalmente,  dà  5=0; 

ma,  per  «t^n,  è  S^  -,  Pìnalmeuto  la  quarta  serie,  clie  dk  sero  in  tolti  e  In 

i  modi  di  addiziono,  è,  ciò  malgrado,  iitS  etermi  nata,  perchì  per  altri  ooDTenìtDti 
modi  si  pnò  far  tendere  Smn  ad  ogni  nomerò,  il  cni  valore  aasolato  non  su- 
peri -j^;  ecc.  Ecco  del  resto  un  etempio  semplicissimo  di  serie  doppia  inde- 
terminata : 

0+1+0+0+0+ 

-1  +  0  +  1+0  +  0+ 

+0-1+0+1^0+ 

+0+0-1+0+1+ 


Oriziontal  mente  si  ottiene  1,  verticalmente  "1.  In  generale  Sku  ^  .ugnale  ad 
1 ,  0,  —  1 ,  secondo  clie  m  è  inferiore,  aguale  o  8D|)eriore  ad  n.  Invece,  per  avere 
infiniti  esempli  di  serie  doppie  convcrgeniì,  anzi  per  eostroire  noa  serie  doppia 
cqDÌvalente  ed  una  data  serie  semplice  a, +0^ +  a, +  . .. ,  convergente,  n coti' 

(o, -»,)  + (a,  _«,)  +  («.- a.)  + 

+  (0,-0,) +  (".-«.)  + <",-«.)+ (2) 


Se  A„  ì  la  somma  dei  primi  n  termini  nella  serie  semplice,  si 
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5.  Trasformasione  di  Clausen  C).   Data   una   serie  doppia 
convergente,  si  ponga 

^n  =  «»*  +  (««,«1+1  +  «n+l,n)  +  («i.,«+t  +  ««+.,„)  + 

e  si  osservi  che 

Quindi 

e  poiché,  per  n  infinito,  è 

lim  U^  =  lim  F,  =  \\mS^  =  S, 

si  ha  pure  Iimir„  =  ^.  La  trasformazione  della  serie  doppia  nella 
serie  semplice  w?^  +  «?£  +  w?3  + . . .  è  spesso  più  vantaggiosa  della 
trasformazione  in  una  delle  serie  Wi+W2+^s+---  ^  ^i+t?,+t?3+...; 
ma  ciò  non  è  sempre  vero.  Per  esempio  non  si  ha  nessun  vantaggio 
ad  eCTettaare  la  detta  trasformazione  per  la  serie  (2). 

6.  Taoramai  Una  serie  doppia  è  convergente  sey  prendendone 
positivamente  i  termini^  V addizione  per  orizzontali  fornisce  una 
serie  convergente. 

Per  ipotesi,  le  serie  orizzontali  dei  quadro  (1)  son  tutte  conver- 
genti assolutamente:  siano 

<Ji  ===  I  «H  I  +  I  «1«  I  4-  I  «13  i  +  I  «14  I  +  .  •  • 
<^«  =  I  «81  I  +  I  «eS  I  +  I  «83  I  +  I  ««l  I  +  •  ■  • 
^3  ~  I  «Si  I  +  I  «38  I  +  I  «83  I  +  I  «84  14-  •  •  • 


le  somme  delle  serie  formate  dai  valori  assoluti  dei  termini.  In- 
dichi u^  la  somma  dei  primi  n  termini  nella  m"^  serie  orizzon- 
tale del  quadro  (1),  dimodoché 

'^m»  =  Wl,  +  ^8.  4- W3n  4-  •  •  •    f  ^m- ' 


{*)  Vedi  Oiornalé  di  CflU  (ITI,  p.  94). 


-  J%-   ",  TiTt 
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Evidentemento 

I  W- J  S  ;  «mi  1  +  I  «m«  I  +  !  «m3  1  +  •  •  •  +  !  ««•  l<  <^m  • 

Ora,  dato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  €,  la  convergenza  di 
^1  +  ^2 +  ^3  + •••  permette  di  determinare  un  numero  ìx,  a  par- 
tire dal  quale  si  abbia 


cy^i+i  +  (TM+t  +  (Tyu+3  +  . . .  +  CT^  I  <  3  . 

ed  a  fortiori 

per  m  >  ^  e  qualunque  sia  n.  Lo  stesso  numero  /i  si  può  inoltre 
prendere  sufficientemente  grande  perchè  sia 

Infatti  la  serie  w^  +  Wj  +  ^3  + . . .  converge,  perchè  i  suoi  termini 
non  superano,  in  valore  assoluto,  i  corrispondenti  termini  della 
serie  (T^  +  <^«  +  ^3  +  •  •  •  »  <^^^  9^^  ipotesi  converge.  Fissato  jii,  osser- 
viamo che,  essendo 

lim  (w,.  +  w,.  + . . .  +  u^O = tt,  +  u,  + . . .  +  w^ , 


n  —  Qo 


si  può  trovare  un  numero  v,  tale  che  per  n  >  v  sia  costantemente 
Ora  sommando  questa  disuguaglianza  con  (3)  e  (4)  si  ottiene 


per  ogni  coppia  dì  valori  di  m  e  di  n,  che  rispettivamente  supe- 
rino ^  e  V.  Sempre  ad  U  tende  dunque  S^^,  qualunque  sia  il  modo 
di  far  crescere  m  ed  n  all'infinito. 

7.  Osscrwazl«iiii  aj  Se  venisse  a  mancare  qualcheduna  delle 
condizioni  richieste  dairenunciato  del  precedente  teorema,  questo 


-.  .  Ci-^-. 
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potrebbe  non  sussistere  più.  Siano  a„aj,ag,...  numeri  positiri, 
inreriorì  all'unitii,  tendenti  a  zero.  Le  serie 

a,  — a, +  0» — a^  +  a^  —  a,  + 

a,(I  — a,)  — a,(l— o,)  +  a,(l  — a,)  — a^d— a,)  + (5) 

a,  (1  —  a,)'  —  a,  (1  —  a,)'  +  a,  (i  —  a,)*  —  a»  (1  —  a^)*  +  .-■ 

convergono.  In&tti,  mentre  la  somma  d'un  numero  dispari  di  ter- 
iniDÌ  iniziali  nella  m™*  serie 

fl,(l  — a,)—'— a,{l  — a,)— '  +  0,(1— a,)— *  — a,(l— a,)— '+... 

è  a,(l — a,)"-',  quella  dei  primi  2n  tennini  è 

a,  (1  —  a,)--'  —  a^,(i—  a^^  )— • , 

ed  ha  per  limite  a,  (1  —  a,)r-*  quando  n  cresce  atl'inflDilo.  Dunque 

«.  =  0.(1- a,)—', 

e  però  «,+«,+ 1*3  +  .. -  converge,  ed  ha  per  somma 

o.  +  a.(l-a.)  +  a.(l-a.)'  +  -..  =  i_J'_a.)=^- 
Sommando  ora  verticalmente  ì  termini  del  quadro  (5)  troviamo 

tJ,^a,  +  o.(l— a.)+a,(l  — a,)'  +  ...=  l. 

—  F,  =  p,  =  a,  +  a,  (i  —  a,)  +  a,  (1  —  a,)'  -)-...  ^  1 , 

—  r^  =  C5  =  flj  +  a,  (1  —  a,)  +  a,  (l  —  a,)*  -f . . .  =  1 , 

Iia  serie  e,  +  e,  +  «3  + . . . ,  che  parrebbe  dover  convolare  ed 
avere  per  aomma  Tunità,  è  invece  indeterminata,  giacché  si  riduce 
a  i_i  +  i_i  +  ...  . 

bj  Se  a,  +  a,  +  aa  +  . . .  fosse  divergente,  il  non  sussistere  del 
teorema  potrebbe  attribuirsi  alla  non  assoluta  convergenza  delle 
serie  (5).  Ma  è  bene  osservare  che  il  teorema  slesso  può  non  esser 
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che  nel  caso  dell'assoluta  convergenza  della  serie  (1)  e  di 
-f-  «3  +  . . .  Basta  prendere  per  o,  +  a,  -f  Og  +  . . .  una  serie 
ente,  per  esempio  x -\- x*  +  af' -{■  —  (0  <  a;  <  I).  Si  ottiene 


x*  -\-cc'  —  x'  +  x^  —  X*  + 

—  X)  —  X*  (l  —X*)  ^  x^  {i  —  j^)  —  x*ii—x*)+ 

—  X)'  —  x*(i  —  X*)*  +  x*{ì  —  X*)*  —  a;'  (1  —  3!^)*  -(- . . . 


0  di  serie  assolutamente  convei^nti,  le  cui  somme  costi- 
<  la  serie 

x  +  x{i  —  x)+x(i—xy +  ...  =  {, 

mente  convergente.  Aggruppando  verticalmente  i  terminisi 
invece  la  serie  indeterminata  1  —  i  +  1  —  1-f----  Ciò  è 
mte  dovuto  al  non  convergere  della  serie  u, +  (T,  +  ffj +..- 
Ancora  si  noti  che  le  condizioni  racchiuse  nell'enunciato  del 
sono  soltanto  su/jicienlt  per  la  convergenza,  ma  sono  ben 
lU'essere  necessarie.  Per  esempio,  se  lìm  a,  =  0 ,  la  serie 


a,  — flj-l-O  +0  +0  +. 
+  0  +<T,  —  Oj  +  O  4-0  +. 
-1-0  +0  -ffl-j  — a,-fO   4-- 

+  0  +0  +0  +a,— (7,-f. 


rgente,  perchè  la  somma  S„,  uguale  ad  a,  se  n  non  su- 
,  ad  a, — «„,+,  nel  caso  contrario,  sempre  tende  ad  a,, 
0  che  la  serie  ffi +  cr,  +  t^s4-'- ■  possa  divergere,  come 

quando  si  pt'endo  per  (J,-\-a,  +  a^-h--  ■  ^^'la  serie  diver- 

termini  positivi. 

Finalmente  si  osservi  che  la  proposizione  de!  §  5  include 
iso  particolare  il  teorema  di  Cauchy  sulla  moltiplicazione 
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<li  duo  serie  assolutamente  convei'gcnli  (XXVI,  5).  Inratli,  so  coiive 
}jono  assolutamente  lo  serie  delle  u  o  dello  v,  nella  serie  doppia 

U,V,  +  Wil't  +  w,«j  +  «,«4  + 

+  UtV,  -f  "i^i  +  W»t"j  + 

+  "*'"!  +  ^'.l^t  + 

l'addizione  per  orizzontali  fornisce,  prendendo  posilivamenlo  tul 
i  termini,  la  serie  semplice 

«',  y  -f  m'j V  +  u\V'  -{-...  ~  V  V  . 

convergente.  Converge  dunque  la  serie  considerata,  o  però  la  somn: 
ottenuta  orizzontalmente,  cioè 

«,F+w,F-f-ttjK-l-...=  rr, 

è  anche  la  somma  della  serie  semplice,  ottenuta  nell'addizione  p( 
verticali  : 


XXVin.  ALTRI  ESERCIZn  SULLE  SERIE. 


non  potrebbe  conrergere  s«  non  simiiUcenicnte,  poiché  diverge  In  serie  fonna 
dai  ralori  assoluti  <tei  termini.  Intanto,  se  ai  oseena  che  (^ueatj  valori  assolu 
decrescono,  e  che  ì  termini  positivi  aono  più  frequenti  dei  negativi,  fi  paC<  rk 
lire  (XXV,  0]  che  la  serie  proposta  non  è  convergente. 

2.  Diro  final'è  il  carattere  della  seri.; 
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Se  ji  <0,  la  «erì«  6  tttdetermiaata,  perchè  t  Urmlai,  a  wgni  «Itematj,  eresoono 
sempre  in  valore  oswlato  ed  ottrepowano  ogni  limite.  Se  p  =  0,  si  ha  la  nota 
serie  inàeterminala  1  —  1  +  1  —  l+...Sep>0,  la  Bcrie  è  convergente,  perchè 
i  termÌDi,  alternativamente  poaitiTi  e  oegatirì,  tendono  a  zero  decreBceudo  in 
valore  assoluto.  Ha  sappiamo  (XXIV,  3)  che,  prendendoli  tQtti  poiitiTamente,  si 
ottiene  ona  sene  convergente  soltanto  per}i>  1.  Donane  la  serie  (1)  è 

otaoltitomenfe  eomergenU  per  p  >  I 
lemplicemenU  eonvergtnte  per  0  <  p  ^  1 
indeterminata  per  p  ^  0. 

ita  conve^^Qia  della  (I),  per  p  >  1,  permette  di  alterarne  l'ordine 
senta  naocere  alla  convergenia  ni  inflnire  inlla  lomma  della  aerie. 
ir  esempio,  che  le  somme  delle  serie 


9»T---      '  ^4>T^  16*^  36'^"V       90      8    90      720' 
ente  la  serie 

* +^  +  ^+ 4  +  5* ''" ■  ■  ■  +  8" "^  9  "*■  TÓ* "^ ■  ■  ■  ' 

treceden temente  (XXIII,  4,  b),  converge  :  essa  differisce  solo  per  l'or- 
nini  dalla  somma  delle  eutie  convergenti 


na  è  dnnqoe 

'j—[^  +  4t  +  ^»  +  ---j-  90 

D  sarebbe  lecito  con  serie  MmpteeMente  convergenti. 

npio,  datala  serie  semplicemente  convergente  1  —  5+0^ —  X"^"--» 
'  alterare  l'ardine  dei  termini  in  modo  che  la   somma   della    serie 


prandft  E  nlore  arbitrario  a.  Togliamo  tu  vedere  che  a.  ci6  si  perviene  inver 
tendo  ì  termini  in  modo  che  la  probabilità  di  trovare  on  termine  pcBÌtìro  da 


parche  d  lasci  inalterato  l'ordine  dei  termini  positivi  e  quello  dei  termini  nota- 
tivi, lo&tti,  se  fra  i  primi  n  termini  della  nnova  serie  a  sono  positivi  e  0  ne- 
gativi, e  si  ha,  per  H  infinito, 


pnò  scrivere 

■■+^)- 

a+K^+- 

••  +  Ì)^ 

s,^h„-Ih^- 

lB,_log2._ 

1%(«  +  ».-; 

U'.+<,y 

e,  per  n  infinito, 


Ponendo  ngnale  a  0  Tnltimo  membro,  e  risolvendo  l'eqnatione  rispetto  a  <»,  si 
trova  la  fbrmola  (2).  Se,  per  eaempio,  ù  vaole  che  la  somma  della  serie  rwti 
inaltentta,  bisogna  che  aia 


È  dunque  necesBarìo  che  i  termini  positivi  restino  tanto  freqnenti  quanti)  i  ne- 
gativi. Per  «sempio 

^  +  S-2-4  +  5  +  7-6-8  +  9+-  — '"^^^ 
Similmente,  perchè  la  somma  sia  nnlla,  6  d'aopo  che  aia 

0  =  0    ,    ciò*    «— ^. 
Per  eeempio 

a       4       6       8^3       16       12       14       16^5 

emina,  AnalM  aigtbriea  IS 


jKVt'^^^t: 
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Diverge  dnnqae  la  sene  dei  valori  assolati,  e  però  converge   semplicemente  la 
serie  proposta.  Del  resto  si  ha,  mediante  an  calcolo  diretto. 


<ìaindi,  per  n  infinito, 


ir« 


S.  Data  la  serie 


5  =  jg  —  log2  =  0,129319 . . . 


X       a?*  j^  aj^       ^   ì_ 


si  osservi  che,  per  la  serie  formata  dai  valori  assoluti  dei  termini,  si  ha 


lim  >^i4,  =  lim  ~-^  =  I  a?  i . 

Vn 

La  serie  data  converge  dunque  asaolutamente  quando  |a;|<l.  Per  x^^^l   si 
riooDosoe  subito  che  la  serie  converge  aempUeemente, 

9.  Formando  il  quadrato  di 


1/2     Vs     V^     V^' 

si  ottiene  una  serie  a  termini  alternativamente  positivi  e  negativi:   il   termine 
generale,  uguale  in  valore  assoluto  a 

1  +,,,,L^+,^,^+...+^>  '^ 


Vi.»      l/2(n  — 1)       >^3(n  — 2)      '"      VnTl      «  +  !' 

non  tende  a  zero.  La  seconda  serie  ò  dunque  indeterminata.   Ciò  devesi  alla 
Mw^plUee  convergenza  della  serie  proposta. 

10.  Ciò  non  toglie  che  il  quadrato  d*una  serie  semplicemente  convergente  possa 
convergere.  Si  consideri,  per  esempio,  la  serie 

t  111  1      i     1  IO 

1-2  +  3-4  +  5  — ..  =  log2. 

Quadrando  si  ottiene  una  serie  a  termini  alternativamente  positivi  e  negativi: 
il  termine  generale  è,  in  valore  assolato, 

r7i+2(n-.l)+3(«-2)  +  '-*+STI'"HFT(^^2  +  3+'--+nj- 


«ìnestA  ì  piò  ooDTergeiite  della  serie  di  Lambert,  percbè  il  nppoTto  dei  tennii 
ganenli  i  ^c"'"-'),  e  tende  a  tero  per  n  ioSnito,  purché  |xl<  1.  Qui  bÌ  ha 


=  xrr  +  si^ip+'i  -J.  a*lH*»  -|-  . 


Nel  aomnutre  vertìcBlmente  i  termini  di  w,  -|-  u,  -f-  m,  -f- . . .  et  Tede  che  x"  enti 
in  tip  qundo  n  pnò  ener  messo  lotto  la  fbrma  n=pq,  eoo  q^p.  Dnnqoe 
detenete  un  divisore  di  n,  eoddìtboente  a 

P  =  8  =  —   ■    «'•**   P  =  V>*- 

Ne  Ngae  che  il  coefBdeDte  di  ji:"  è  il  Numero  dei  dioiiori  di  n,  noH  «^pertoi 
a  V'n.  Emo  è  dnnqae  g-^C**)  se  n  oon  è  dq  qDadiato  perfetto  ;  ma,  sen  èqn 
Arate,  il  coetficteDte  di  x*  è 

i(e(»)-l)  +  l-Ì8(.)  +  i. 


S'--Hl6(l)  +  l'8(2)  +  «'e(3)  +  ...J+i  (»  +  «'  +  »*  +  . ..j. 

OH«tnndo  (6)  se  ne  rittn 

S_2S'-(i  +  i<  +  i>  +  i»  +  ...). 
Intanto  il  secondo  membro  si  pnò  ecrìTere  sotto  la  forma  abbreviata 

Si  ritrova  cosi  la  formala  di  Clansen  : 

?«■    ^x^  L"i:^  "• 
1— ««^Zj!  — x*^    ■ 

16.  Se  q>(n)  è  il  numero  dei  numeri  primi  con  n  e  non  soperiori  ad  m,  è  n< 
{clr.  VI,  I)  che  ra  ha 

<p(«)  +  <p(6)  +  <p(e)  + n,  (7) 


MMDdo  a,b,e,...  tatti  i  diTiMri  di  n.  ( 
d«IU  Mrì« 

proeedeDdo  come  p«r  U  Mrì«  di  Lambert 
ooodo  le  potenie  Mceodati  di  «,  e  «i  red 
matOA  (T),  dimodochA,  nippoi 


<p(l)   ,    q<2)       <p(3)_. 


XXIX.  NOZIONI  GENERA 


1.  Daflnislanl.  Se  fra  due  ouin 
tale  che  per  ogni  valore  arbitraria] 
determinato  il  valore  del  secondo,  : 
variabile  ^td^ndente  w,  e  si  acri 
rappresentare  un  complesso  di  ope 
su  X  per  ottenere  y,  ma  più  genera 
colo  postar  fra  i  due  numeri,  senza  d 
di  operazioni  che  permettano  di  di 
di  X.  Quando,  per  esempio,  si  conviei 
o  il  valore  1,  secondo  che  x  è  razi 
una  funzione  di  ìe.  Se  i  valori  dei  d 
vocamente,  si  può  sc^liere  y  per  i 
X  è  funzione  di  y,  x:=g{y),  e  le  i 
boli  f  &  g  s\  dicono  fnverse  l'una  di 
Ioga;  sono  finzioni  invorse,  perchè 
ma  per  la  funzione  definita  precedi 
versione,  sia  perchè  y  prende  due  se 
dì  essi  corrispondono  infiniti  valori 


esiste  funzione  inversa  fintantoché  non  si  conviene  di  scegliere,  fra 
gli  infiniti  archi  w,  che  hanno  il  coseno  y,  il  più  piccolo  arco  po- 
sitivo. Intanto  ai  noti  che,  per  la  funzione  precedentemente  definita, 
non  vale  ia  medesima  indicazione  ad  isolare  un  valore  di  fc  Gra  gli 
infiniti  possibili,  perchè  non  esiste  nn  numero  irrazionale  positivo  In- 
feriore a  tutti  gli  altri.  Similmente  si  doGniscono  le  funzioni  inverse  di 
^=:sen;c  e  dì  y=^tgcc,  convenendo  di  far  corrispondere  a  ciascun 
valore  del  seno  o  della  tangente  y  quell'arco  x,  che  in  valore  aa- 
solato  non  supera  „  . 

2.  Invece  di  due  numeri  a  eà  y  m  ne  possono  considerare  n , 
dei  quali  v  assumano  valori  arhitrarii,  e  gli  altri  eiano  funzioni  del 
primi,  siano  cioè  determinati  in  valore  per  agni  sistema  di  valori 
atlrìbnlti  alle  v  variabili  indipendenti.  Un  legame  qualunque  fra  i 
numeri  X  ,y ,  z si  suole  indicare  così  : 

t[x,y,z,...)=^0. 

Questa  dicesi  un'equazione  algebrica  quando  il  simbolo  f  rappre- 
senta un  complesso  di  operazioni  algebriche  fondamentali,  in  numero 

fmito,  da  eseguire  su  x,y ,z , E  per  operazioni  algebriche 

fondamentali  ìntendonsi  l'addizione,  la  soltrazitme,  la  moltiplica- 
ziane,  la  divistone,  l'elevazione  a  potenza  e  {'estrazione  di  radice 
(con  esponente  o  indice  intero);  ma  l'operazione  algebrica  per  eccel- 
lenza, come  dice  Boussinesq  ("),  è  la  risoluzione  delle  equazioni  al- 
gebriche, che  comprende  come  casi  particolari  le  sei  operazioni 
fondamentali. 

3.  Una  funzione  dicesi  algebrica  quando  i  suoi  valori  si  deducono 
da  quelli  della  variabile  indipendente  con  un  numero  finito  di  ope- 
razioni algebriche.  Dicesi  trascendente  nel  caso  contrario.  Se  la 
funzione  algebrica  y  si  può  dedurre  da  x  mediante  operazioni  al- 
gebriche fondamentali,  in  numero  finito,  essa  si  dice  esplicita:  è 


—  18) 
implicita  nel  caso  contrario.  Ad  i 
piena  lace  l'effettiv»  esistenza  dell 
Tale  esistenza  non  è  evidente  a  pr 
dere,  sino  a  prova  del  contrario, 
presentata  dalla  risoluzione  dell'e 
sia  sempre  scomponibile  in  un  numi 
fondamentali  da  eseguire  su  ir  pei 
brìca  esplicita  è  rasionale  quandc 
pariscono  estrazioni  di  radici,  da  i 
irrazionale  nel  caso  contrario.  È, 


zione  ì/aa*  +  6a;  +  e  fintantoché  6 
si  ha  la  finzione  razionale  x-/a  : 
razionale  dicesi  intera  se  è  riduci 
fratta  nel  caso  contrario.  È  poi  e 
sempre  esprimibile  come  quoziente 
semplice  funzione  trascendente  è  . 
segna,  per  cosi  dire,  la  transizioi 
trascendenti.  Tra  queste  ultime  e 
derare  la  funzione  esponenziale  e  l 
zioni  trigonometriche  sen^r,  cosce 
arccosa;.  arctga^. 

4.  Dicesi  inlervatlo  (d ,  b)  l'insie 
a  ti  b.  Questi  numeri  sono  gli  et 
non  si  dichiari  esplicitamente  il  c< 
siderali  come  appartenenti  allo  ini 
inferiore  al  numero  b,  il  primo  d 
estremo  destro,  e  la  differenza  b  - 
tervallo.  Per  esprimere  che  una 
vallo,  piccolo  quanto  si  vuole,  di  e 
si  dice  che  la  proprietà  stessa  ha 


(*)  Par  maggiori  detwgli  vedi  il  •  Caria  di 


-»• 
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0  a  sinistra  di  x.  Si  dice  poi  che  ha  luogo  intomo  ad  x  quando 
si  verifica  dalle  due  parti  di  x. 

5.  Una  funzione  ò  definita  in  un  intervallo  quando  si  conosce  il 
suo  valore  per  ogni  valore  della  variabile,  appartenente  airinterva41o 

stesso.  Non  sì  può  dire,  per  esempio,  che  la  funzione  -  sia  definita  in 

un  intervallo  che  racchiude  zero,  perchè  non  si  sa  (XV,  6)  qual  va- 
lore abbia  per  a;=0.  Si  dice  poi  che  una  funzione  è  finita  in  un  inter- 
vallo quando  si  può  assegnare  un  numero  superiore  a  tutti  i  valori 
assoluti  che  la  funzione  prende  in  queir  intervallo.  Per  esempio,  la 

funzione  che  per  a?  5  0  è  espressa  da  -,  e  per  a?  =  0  è  zero,  ben- 
ché sia  cosi  definita  per  tutti  valori  di  x^  non  è  finita  negli  inter- 
valli che  racchiudono  zero,  perchè,  dato  N  arbitrariamente  grande, 
è  sempre  possibile  trovare  valori  della  funzione  superiori  ad  ìY 

0  inferiori  a  — N  :  basta  prendere  x  inferiore  ad  -^  in  valore  as- 
solato. Una  funzione  può  anche  essere  finita  solo  positivamente, 
quando  esiste  un  numero  superiore  ai  valori  della  finzione,  non  un 
numero  inferiore  a  tutti  questi  valori.  Cosi,  pure,  si  possono  avere 
funzioni  finite  solo  negativamente.  Tale,  per  esempio,  è  il  quadrato 
della  funzione  considerata  precedentemente,  in  ogni  intervallo  che 

racchiude  zero.  Tale  ancora  è  la  funzione  e'  quando  neirintervallo 
che  si  considera,  escluso  Testremo  destro,  è  contenuto  lo  zero. 

6.  Infiniti  sono  evidentemente  i  numeri  che  una  funzione  finita 
in  un  dato  intervallo  non  supera  quando  la  variabile  percorre  Tin- 
tervallo  stesso.  Esiste  fra  essi  un  numero  più  piccolo  di  tutti  gli 
altri?  Fra  breve  vedremo  che  un  tal  numero  esiste  sempre.  Esso 
porta  il  nome  di  limite  superiore  dei  valori  della  funzione.  Simil- 
mente si  chiama  limite  inferiore  dei  medesimi  valori,  neirintervallo 
considerato,  il  più  grande  fra  i  numeri  non  superiori  ad  alcun 
valore  della  funzione.  Questi  limiti  si  dicono,  rispettivamente,  il 
massimo  ed  il  minimo  della  funzione  quando  son  valori  che  la 
funzione  prende  effettivamente.  Per  esempio,  le  funzioni  seno;  ed 


—  18 
—  [ir]  ammettono  entrambe  il  I 
re  è  effettivamente  raggiunto  < 
conda;  esso  è  dunque  un  massin 
periore  di  cc  —  \w]. 


■  Una  funzione  e 
1  limite  inferiore  in  ognt  intet- 
SupponJamo,  per  fissare  le  idee. 
'amente,  cioè  che  i  suoi  raiori 
dimostriamo  l'esistenza  del  lìmite 
nzione,  e  si  consideri  l'intervalli 

atervallo,  cioè  sCl/n  +  ^o).  non 

Ieri  l'intervallo  parziale  di  sinisti 
nendo 


;1  caso  contrario  si  consideri  l'ii 
ìo  si  prenda  un  valore  y^  della 

v.>\{\->ryùi 

si  vediamo  che  sempre  si  può 
e  si  trova  nelle  identiche  conc 
anto  che  l'estremo  sinistro  è  un 
Siro  è  uno  dei  numeri  che  la  fti 
ogni  caso 

y, ^ !/o  .    \S.K  , 

«rando  analogamente  suD'interv 
ottiene  una  successione  di  Inter 

:ui  estremi  sinistri  non  vanno  df 
L,  mentre  gli  estremi  destri  non 
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inferiori  ad  y^.  Gli  uni  e  gli  altri  numeri  tendono  dunque  a  limiti 
finiti,  che  sono  fra  loro  uguali,  perchè 

0<X,-|/.<^-^  ,    lira(\,-|^J  =  0. 

£i  n  s:  00 

Sia  X  il  comune  valore  dei  due  limiti.  Questo  numero,  cqnsiderato 
come  limite  della  successione  Xq  ,  X^ ,  X, , . . . ,  non  è  superato  da 
alcun  valore  della  funzione.  Considerato  come  limite  della  succes- 
sione Vo,  ViyVtf" ,  6SS0  è  tale  che  tutti  i  numeri  che  gli  sono 
inferiori  sono  superati  da  qualche  valore  della  funzione.  Esso  è 
dunque  il  più  piccolo  fra  i  numeri  non  superati  dalla  funzione:  è 
il  limite  superiorCy  del  quale  si  voleva  dimostrare  l'esistenza.  Al- 
trettanto dicasi  del  limite  inferiore. 

8.  Teorema  di  Weierstrass  i  Se  una  funzione  è  finita  in  un 
intervallo,  questo  racchiude  cUmeno  un  valore,  intomo  al  quale 
la  funzione  ammette  lo  stesso  limite  superiore  e  lo  stesso  limite 
inferiore  che  nell'intervallo  totale. 

Diviso  in  due  parti  uguali  1* intervallo  (a,  &),  nel  quale  la  fun- 
zione, supposta  finita,  ammette  il  limite  superiore  X ,  è  chiaro  che 
il  limite  superiore  in  ciascun  intervallo  parziale  non  può  eccedere  X, 
ma  nemmeno  può  essere  inferiore  a  X  in  entrambi,  altrimenti  sa- 
rebbe inferiore  a  X  il  limite  superiore  neirintervallo  totale.  Ne 
risulta  che  in  uno  almeno  (a^,&i)  dei  due  intervalli  parziali  il 
limite  superiore  è  ancora  X.  In  modo  analogo  si  può  da  (a^ ,  b^  ) 

dedurre  una  successione  {a^ ,  b^) ,  {cts  y  b^) di  intervalli,  in 

ciascuno  dei  quali  il  limite  superiore  è  sempre  X.  Gli  estremi  di 
tatti  questi  intervalli  soddisfano  alle  condizioni 

e  però  tendono  a  limiti  finiti,  che  sono  fra  loro  uguali,  perchè 

&„  — an  =  -^-  ,    lim(&n  — an)  =  0. 


Se  £  è  il  comune  valore  dei  due  limiti,  preso  intomo  ad  esso  un 
intervallo  (£  —  h^i-^-h)  arbitrariamente  piccolo  (o  soltanto  la  metà 
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destra  o  la  metà  sinistra  di  questo  intervallo  quando  £  coincide  con 
a  0  con  b)y  è  possibile  trovare  un  valore  di  n  sufflcìentemente 
grande  perchè  Un  e  bn  cadano  simultaneamente  neirintervallo  stesso. 
Questo,  per  h  sufficientemente  piccolo,  è  contenuto  in  (a ,  &),  con- 
tiene {On ,  &») ,  e  però  il  limite  superiore  della  funzione  in  tale  in- 
tervallo, dovendo  essere  nel  tempo  stesso  non  superiore  e  non 
inferiore  a  X ,  è  necessariamente  uguale  a  X.  Altrettanto  dicasi  del 
limite  inferiore. 

9.  Tesdenza  al  limite.  Si  dice  che  i  valori  di  f(x),  a  destra 
di  a,  tendono  al  limite  A,  quando,  tendendo  a?  ad  a  per  valori  de- 
crescenti, la  differenza  f{x)  —  A  finisce  per  diventare  e  restare 
inferiore,  ih  valore  assoluto,  a  qualsiasi  numero  positivo.  In  termini 
più  espliciti,  si  dice  che  f{x)  ha  per  limite  A,  a  destra  di  a,  e  si 

scrive 

lim  f{x)  =  A  , 

quando  ad  ogni  numero  positivo  €,  arbitrariamente  piccolo,  corri- 
sponde un  numero  positivo  h,  tale  che  per  ogni  valore  di  x,  ap- 
partenente airintervallo  {a,a-\-h),  escluso  restremo  sinistro,  sia 


({X)  —  A\<€.  (1) 

Similmente  si  dice  che  f{x)  ha  per  limite  A^  a  sinistra  di  a,  e  si 


scrive 


lim  f(x)  =  A 

ac=o— 0 


quando  ad  ogni  €  >  0  corrisponde  un  numero  positivo  h,  tale  che 
sia  vera  la  (i)  per  tutti  i  valori  di  x  non  inferiori  ad  a  —  /^,  ma 
inferiori  ad  a.  Quando  poi  si  scrive,  come  avviene  comunemente. 

lim  f{x)  =  A  , 

si  vuol  dire  che  i  limiti  di  f(x),  a  destra  ed  a  sinistra  di  a,  esistono, 
coincidono  e  sono  uguali  ad  A.  Solo  per  brevità  si  usa  scrivere  e 
dire  che  f(x)  tende  ad  A  per  x  =  a;  ma  è  sottinteso  che  x  deve 
assumere  tutti  i  valori  infinitamente  prossimi  ad  a,  escluso  preci- 


K. 
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samente  il  valore  a.  Insomma  non  bisogna  confondere  i  valori, 
destro  e  siiystro,  fia-^O)  ed  f{a  —  0),  che  una  funzione  tende  ad 
avere  in  a,  col  valore  f(a)  che  essa  prende  e/feUivamente  per 
5?  =:  a. 

10.  Sì  dice  poi  che,  per  x  infinito,  f{a))  tende  ad  un  limite  A, 
quando  ad  ogni  numero  positivo  e  corrisponde  un  numero  £,  tale 
che  per  x>i  sia  sempre  vera  la  (i).  Si  dice  che,  per  w  tendente 
ad  a,  a  destra,  i  valori  di  f{(v)  crescono  oltre  ogni  limite  o  tendono 
airinfìnito,  quando  ad  ogni  numero  N,  arbitrariamente  grande,  cor- 
risponde un  numero  positivo  h,  tale  che  nell'intervallo  (a,a  +  h)y 
escluso  restremo  sinistro,  sia  sempre  f(iv)  >  N.  Definizioni  analoghe 
per  la  sinistra  di  a  e  per  la  tendenza  all'infinito  negativo.  Si  dice 
finalmente  che,  per  x  infinito,  f{x)  cresce  oltre  ogni  limite,  quando 
ad  ogni  numero  N,  arbitrariamente  grande,  corrisponde  un  nu- 
mero i,  tale  che  per  a?  >  H  sia  sempre  f(x)  >  N. 

U.  È  quasi  superfluo  far  notare  che  i  principii  fondamentali  della 
teorìa  dei  limiti  sussistono  intatti  nel  caso  attuale.  Cosi,  per  esempio, 
se  una  funzione  è  compresa  fra  due  altre  che  tendono,  per  x  =  a, 
ad  un  comune  limite  A,  tenderà  anch'essa  ad  A  per  lo  stesso  va- 
lore di  07.  Se,  per  x  tendente  ad  a,  una  funzione  ammette  un  limite 
diverso  da  zero,  essa  finisce  per  assumere  e  conservare  il  segno 
di  questo  limite,  e  però  una  funzione  che  intorno  ad  un  dato  va- 
lore a  della  variabile  indipendente  non  cessa  mai  di  assumere 
valori  positivi  e  valori  negativi,  non  può,  per  x  =  a,  tendere  ad 
un  limite  diverso  da  zero.  Se  u,VjWj.,.  sono  funzioni  di  x,  ed  è, 
per  X  tendente  ad  a, 

\\mu  =  At  ìimv  =  B  ,   limt^=:C, , 

è  pure 

lim(w  +  v-\-w  +  ..,)=zA-{-B-{'C+...,\ìm  uvw . . .  =  ABC. . ., 

purché  le  funzioni  considerate  siano  in  numero  finito.  11  limite  del 
quoziente  di  u  per  v  h  il  quoziente  di  A  per  B,  purché  B  non  sia 


;  ecc.  Le  dimostrazioni  sodo  identicbe  a  quelle  date  (XVII)  nel 
]'una  variabile  intera.  ■ 

Tsoi^mai  CoruUztone  necessaria  e  sufficioiie  pe>-  l'est- 
i  d'un  limite  finito  di  f(x),  a  destra  di  a,  è  che,  dato  i  pò- 

ed  arbitrariamente  piccolo,  si  possa  sempre  trovare  ttn 
ro  positivo  h,  tote  che,  per  ogni  coppia  di  valori  x' ,  x",  ap- 
nenti  all' intervallo  (a,  a  +  h),  escluso  V estremo  sinistro, 
1  f(x') — f(x")  inferiore  ad  t  in  valore  assoluto. 
condizione  è  necessaria.  Se,  infetti,  f(x)  tende  ad  A,  quando  ir 

ad  a  per  valori  decrescenti,  vuol  dire  che,  dato  e  >  0  piccolo 
0  si  vuole,  esiste  un  numero  positivo  A,  tale  che  per  ogni 
i  di  w  non  superiore  ad  a  +  h,  ma  superiore  ad  a,  è  sempre 

\f(x)-A:<^. 

le,  se  a/  ed  ic"  appartengono  al  detto  intervallo,  sì  ha  siraul- 
Dente 


I  f{af)  —  Aaf')  \^\n.af)  —  A\  +  \A  —f{af')  |<  e . 

lamente,  dato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  e,  supponiamo 
ainato  un  intervallo  {a,a-\-h)  in  cui  si  abbia,  escludendo 
imo  sinistro, 

^t\x')~f{a:")\<\.  (2) 

etto  intervallo  si  scelga  arbitrariamente  una  successione  di 
ri  decrescenti,  tendenti  ad  a,  e  si  consideri  la  successione  dei 
pondenti  valori  della  funzione.  È  noto  (XVIII,  2)  che  da  questa 
la  successione  si  possono  sempre  staccare  infiniti  termini 

Aa.).    no,),   f{a,),... 
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che  tendano  ad  un  limite,  e  questo  limite  non  può  essere  che  finito, 
perchè  dalla  (2)  si  deduce 

nad-Ì<r{an)<f{a,)  +  ^. 

Sia  dunque 

ììmf{aJ  =  A, 

e  si  determini  un  numero  v,  tale  che  per  n  non  inferiore  a  v  sia 

|/(an)  — ^KJ. 

Per  ogni  valore  di  (c  appartenente  ad  (a,  a  +  ^)>  escluso  sempre 
l'estremo  sinistro,  -è  pure,  per  l'ipotesi  (2), 

\f{x)  —  f{a,)\<^. 

Sommando  le  ultime  due  disuguaglianze,  vediamo  che,  prescritto  e, 
esiste  alla  destra  di  a  un  intervallo  (a,  a,)  nel  quale  si  ha 

\m-A\^\f{x)-aa,)\  +  \r{an)-A\<€. 

È  dunque  A  il  limite  destro  di  f{a;).  L'enunciato  e  la  dimostrazione 
si  applicano  qualmente  al  limite  sinistro. 

18.  In  modo  del  tutto  simile  si  dimostra  che:  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  per  resistenza  d'un  limite  finito  di  f(x),  qtuzndo 
X  cresce  indefinitamente,  è  che^  dato  e  >  0  piccolo  a  piacere,  si 
possa  sempre  trovare  un  numero  i,  tale  che  per  off  ni  coppia  di 
valori  x',  x",  superiori  a  E,  riesca  il  valore  assoluto  di  f(x')— f(x") 
inferiore  ad  e. 
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XXX.  LE  FUNZIONI  CONTINUE. 


1.  Una  funzione  dicesi  conlinua  per  x^^a  quando  a  destra  &! 
a  sinistra  di  a  i  limiti  dei  suoi  valori  coincidono  col  particolare 
valore  che  la  funzione  assume  per  ^  =  a.  La  continuità  di  f{x} 
p^  x^a  è  dunque  espressa  dalle  u^agliani 

r{a  +  0)  =  r(a),  f(a-0)  =  l 

Può  darsi  che  la  funzione  sia  continua  soltanto 
a  sinistra  dì  a:  ciò  avviene  quando  sussiste  u 
denti  uguaglianze.  È  poi  conlinua  tn  un  inter 
tinua  per  tutti  i  valori  dell'intervallo  stesso.  In 
la  definizione  della  continuità  è  tutta  contenut 

ìmf(x)=:f(ììmx]: 

la  possibilità  di  permutare  il  simbolo  lim  col 
caratteristica  per  le  funzioni  continue. 

2.  É  chiaro  che  proprietà  analt^he  a  quell 
nella  teoria  dei  limiti  si  hanno  per  le  finzioni 
colare:  tó  somma  ed  il  prodotto  di  più  funzit 
mero  finito,  sono  funzioni  continue.  Se,  per  e» 
per  un  determinato  valore  di  x  le  funzioni  <p 
pel  medesimo  valore  di  ^,  le  funzioni 

f{x)=<f>ix)-]-\v{o')  .  f?{a;)  =  cp{i 
perchè  {XXIX,  11) 

limf{x)  =  Um(p(a;)  +  lìmiti(a:)  =  (p{Uma!)  +  i 
ìiìaff{x)  =  lim(p{x).  lim  i^{x)^(p  (lim  x)  ip  (1 
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È  anche  continuo  il  quoziente  di  due  funzioni  continue,  purché  si 
escludano  quei  valori  della  variabile  indipendente,  che  annullano 
il  denominatore.  Finalmente  si  osservi  che  ogni  funzione  continua 
d^una  funzione  continua  di  x  è  funzione  continua  di  x. 

3.  La  nozione  di  continuità  è  assai  utile  per  completare  la  defi- 
nizione di  talune  funzioni,  segnatamente  di  quelle  che  in  Algebra 
elementare  furono  definite  soltanto  per  valori  razionali  della  va- 
riabile indipendente.  Se  la  funzione  f(x)  è  tale  che,  dato  il  numero 
positivo  €,  piccolo  quanto  si  vuole,  sia  possibile  determinare  in- 
tomo ad  ogni  valore  di  x  un  intervallo  nel  quale  la  differenza 
n*a  due  valori  qualunque  della  funzione  riesca  in  valore  assoluto 
inferiore  ad  e,  è  facile  estendere  il  significato  di  f{x)  al  caso  di  oc 
irrazionale  in  modo  da  ottenere  una  funzione  continua  per  tutti  i 
valori  della  variabile  indipendente.  All'uopo  si  costruisca  arbitra- 
riamente una  successione  a^,a^,a^f di  numeri  razionali  ten- 
denti al  limite  irrazionale  a,  e  si  prenda  intorno  ad  a  un  intervallo 
tale  che  nel  suo  interno  il  valore  assoluto  della  differenza  fra  due 
valori  qualunque  della  funzione  risulti  inferiore  ad  €.  In  questo  in- 
tervallo finiscono  per  cadere  i  termini  della  successione  a^,  a, ,  aj , . . . , 
dimodoché,  se  n'  ed  n"  superano  un  certo  numero  v,  si  ha 
sempre 

I  /*(««')  —  f(Ctnf')  I    <  € . 

Esiste  (XVIII,  5)  dunque  il  limite  di  /*(««),  per  n  infinito.  È  questo 
limite  che  noi  conveniamo  di  assumere  com£  valore  di  f(a).  Ed 
ora  dimostriamo  che  la  funzione  così  definita  è  continua  per  ogni 
valore  a,  razionale  o  irrazionale,  della  variabile  indipendente.  In- 
torno ad  a  prendiamo  un  intervallo  {a  —  /i ,  a  +  ^)  sufficientemente 
piccolo  perchè  la  differenza  di  due  valori  della  funzione,  corrispon- 
denti ad  una  coppia  qualunque  di  valori  razionali  della  variabile 
indipendente,  appartenenti  al  detto  intervallo,  riesca  in  valore  as- 
soluto inferiore  ad  I  •  Poi  fra  a  —  h  ed  a  +  ^  prendiamo  arbitra- 
riamente un  numero  a?,  razionale  o  irrazionale,  e  determiniamo. 
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ire  dall'intervallo,  due  numeri  r 

\na)-f{a')\<l   .    lAic)- 

ipre  possibile  perchè,  se  a  è  in 
iflniti  numeri  razionali  che  forni 
Jone,  e  se  a  è  razionale  la  prìi 
numero  razionale  a',  arbitrariai 
trettanlo  dicasi  di  a:  e  della  se< 
x'  ed  a'  sono  numeri  razionali 
+  A)  si  ha  pure 

\r(Wì-Aa')\<-, 

"vando  che  la  differenza  fiai)  — 
queste  altre 

fix)~r(x') .  r(xf)-r(a'). 

Ielle  quali  è  inreriore  ad  ^  in 

\r{x)~f(a)\<i 

i  valori  di  X  appartenenli  ad  {i 

\im  f(x)  =  f{a). 

■pli  rii  funzioni  oonllnuai  a, 

leraenti  dell'Algebra  aoltutto  per  x  n 
Inìrìone  segnendo  le  indìcazioDi  del  pi 
ktara  che  si  paò  rendere  (^  —  tf  picc 
udendo  \:^  —  x\  inferiore  ad  un  coni 
fiMue  le  idee,  a  >  1 ,  e  tÒAx:  ">  x.\ 

itÌTo,  inferiore  ad  -; ,  e  u  noti  ci 

X  —  X 

imero  pentivo  t],  bagta  prendere  aacc 
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Dnnqae,  se  si  vuole  far  sì  che  riesca  inferiore  ad  €  la  differenza 

a*' —  0*  =  a»(a«'-*  —  1)<  a*(a^— l) 
basta  prendere 

€ 


od  —  a;  < 


a»+i  —  a» 


Dopo  ciò  si  è  sicuri,  per  quanto  si  è  detto  nel  paragrafo  precedente,  che,  qua- 
lunque sia  la  successione  di  numeri  razionali  a?i ,  a;g ,  a^s , . . .  tendenti  ad  un  dato 
limite  irrazionale  x^  la  successione 

a^   €L     ,   a    , . . . 

ammette  ancb*es8a  un  limite  finito,  che  dipende  solo  da  re  :  è  questo  limite  che 
si  rappresenta  con  a^.  In  modo  analogo  si  può  procedere  per  Log  a;.  Le  funzioni 
0081  definite  sono  continue,  ed  è  in  virtù  di  questa  continuità  che  esse  conservano 
le  proprietà  dimostrate  in  Algebra  elementare.  Per  esempio,  se  a:n  ed  ^n  sono  i 
termini  generali  di  due  successioni  di  numeri  razionali,  che  tendano  rispettiva- 
mente ai  limiti  a;  ed  y,  si  può  scrìvere 

a* .  o^  =  lima'* .  lima''-  =  lima'""*"**  =  a""^  ;  ecc. 

a» 1 

b)  La  funzione ò  (§  2)  continua  per  tutti  i  valori  positivi  o  negativi 

di  X.  Quando  x  tende  a  zero,  essa  resta  compresa  fra  i  numeri 


n(va  — l)    ,    (n+l)U/a-l), 


nei  quali  n  rappresenta  il  massimo  intero  che  non  supera  — ,  e  siccome  (XIX,  15) 

X 

si  ha 

lim  n  \\^ —  l)  =  Ioga  , 

Bi  ha  pure  (XXIX,  11) 

0*  —  1 
lim =  loga. 

xsO       X 

Dalle  due  parti  dello  zero  i  limiti  della  funzione  considerata  esistono  e  sono 
agnati  fra  loro.  Un  esempio  di  funzione  continua  per  tutti  i  valori  della  varia- 
bile indipendente  ci  è  dunque  offerto  dalla  funzione  che  per  x^Q  è  espressa 

da e  per  x  =  0  è  uguale  a  Ioga. 
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1  i 

e)  Posto  x  =  —  ,  è  Doto  (XIX,  13)  che  (1  -f-^)*  tende  adequandoli  tende 

fi 

a  +00,  cioò  quando  x  tende  a  zero.  È  dunque  continua  per  a;  =  01a  fanzione 

che  per  questo  valore  è  uguale  ad  e,  e  per  ogni  altro  yalore  della  variabile  in- 

1 
dipendente  è  espressa  da  (ì-\'xy . 

d)  È  hcWe  dimostrare  la  continuità  delle  funzioni  sen^  e  coi  a;  ^  e  per  con- 
seguenza (§  2)  quella  del  loro  quoziente  tgo;  quando  si  escludano  i  valori  di  x 
che  annullano  coso;.  La  funzione  che  per  x  diverso  da  zero  è  rappresentata 

sen^ 
da ,  e  per  x  =  0  prende  il  valore  1,  è  continua  per  tutti  i  valori  di  a;, 

X 

diversi  da  zero,  come  quoziente  di  due  funzioni  continue,  ed  è  contÌDua  anche 
per  a;  =  0  perchè  Tarco  x^  nel  tendere  a  zero,  resta  costantemente  compreso  fu 
il  seno  e  la  tangente,  dimodoché  si  ha 

^  sena;  ^  -        ,.     sena;      , 
cosa?  < <1    ,    lim =1. 

X  g-sO      X 


6.  Esempi!  di  funzioni  discontinue.  Una  funzione  dicesi  àitcm- 
iinua  quando  non  è  continua.  La  discontinuità  può  esistere  dalle  due  parti  di 
x  =  a  0  soltanto  da  una  parte,  ed  in  ogni  caso  le  discontinuità  che  si  possono 
avere  dalle  due  parti  di  a  sono  fra  loro  indipendenti.  Occupandoci  dunque  delle 
discontinuità  possibili  a  destra  di  a,  osserviamo  che  la  funzione  è  discontinua 
sia  quando,  esistendo  il  suo  limite  destro,  esso  non  è  f{a) ,  sia  quando  tale  limite 
è  infinito  o  non  esiste.  Nel  primo  caso  la  discontinuità  si  dice  ordinaria  o  di 
prima  specie  ^  nel  secondo  caso  la  discontinuità  è  di  seconda  specie.  Per  esempio, 

la  funzione  seu—  ha  una  discontinuità  di  seconda  specie  per  a;  =  0,  ed  è  oon- 

X 

tinua  per  ogni  altro  valore  di  x.  Invece  la  funzione  che  per  a?  ^  0  è  espressa 
da  a;  sen  —  è  continua  anche  per  a;  =  0  ^  o  per  questo  valore  presenta  una  dis- 
continuità ordinaria,  secondo  che  il  valore  attribuitole  per  a;  =s  0  è  o  non  ò  zero. 
La  funzione  [a;],  continua  a  destra  di  tutti  i  valori  di  a; ,  presenta  discontinuità 

ordinaria  soltanto  a  sinistra  di  ciascim  valore  intero  di  x,  I  valori  della  funzione 

1 
che  per  a;  =  0  è  zero,  e  per  a;  ^  0  è  espressa  da  é^  ,  crescono  indefinitamente  a 

destra  di  x  =  Q,  e  tendono  verso  zero  a  sinistra.  La  funzione  considerata,  dis- 
continua a  destra  dello  zero,  è  dunque  continua  a  sinistra.  È  anche  discontinua 
di  seconda  specie  dalle  due  parti  di  a;  =  0  la  funzione  che  per  a;  ^  0  è  espressa 

da  — .  È  poi  discontinua  di  seconda  specie,  a  destra  ed  a  sinistra  di  tutti  i  va- 

X 

lori  di  a;,  la  funzione  che  prende  il  valore  0  quando  x  è  razionale,  ed  il  valore  1 
quando  x  è  irrazionale.  Finalmente  si  hanno  infiniti  osempii  di  funzioni  discon- 
tinue di  seconda  specie  considerando  il  quoziente  di  due  funzioni  continue  qua- 
lunque per  tutti  i  valori  della  variabile  indipendente,  che  annullano  il  solo  de- 


—  199  — 

nominatore.  Per  quéi  valori  che  annullano  anche  il  numeratore  può  darsi  che  la 
fanzbne  sia  continua  (§  4,  ò,  d)  o  che  presenti  soltanto  discontinuità  ordinarie. 
Per  ogni  altro  yalore  della  variabile  indipendente  la  funzione  considerata  è  (§  2) 
continua. 

6.  Teorema  I.  Una  funzione  deve  annullarsi  in  ogni  mter- 
vallo,  in  cui  è  continua,  se  negli  estremi  di  esso  prende  segni 
opposti  (*). 

Suppongasi,  per  fissare  le  idee,  f{a)  <  0  ,  f{b)  >  0,  e  si  divida 
in  due  parti  uguali  Tintervallo  (a  ,  &).  Per  a?  =  «(a  +  &)  la  fun- 
zione può  annullarsi,  ed  allora  non  resta  più  niente  da  dimostrare. 
Se  ciò  non  ha  luogo,  f(a))  prende  un  valore  positivo  o  un  valore 
negativo.  Si  consideri,  nel  primo  caso,  Tintervallo  parziale  di  sinistra, 
e  nel  secondo  caso  quello  di  destra.  Si  ottiene  cosi  un  intervallo 
(aj ,  b^)  negli  estremi  del  quale  la  funzione  prende  segni  opposti, 
mentre  si  ha 

a<a^  ,  o^Oi  ,  &4  — «4  =  -- g— . 

Analogamente  possiamo  da  {a^,b^)  dedurre  un  intervallo  («8,&g), 
poi  da  questo  («3,  ftg),  e  cosi  via.  I  numeri  a,a^,af,.,.  non  vanno 
decrescendo  e  si  serbano  inferiori  a  &.  I  numeri  ì>,ì)^,b^, ...  non 
vanno  crescendo  e  si  serbano  superiori  ad  a.  Dunque  gli  uni  e  gli 
altri  tendono  a  limiti  finiti,  che  debbono  essere  uguali,  perchè 

h  —  n. 

&n  — a«  =  -o;r^  ,    lim  (&„  —  an)  ==  0 . 

Sia  g  il  comune  valore  dei  due  limiti.  In  virtù  della  continuità  della 
funzione  è  (§  1) 

f{E)  =  \\maan)  =  ìimnb.). 

Si  osservi  intanto  che  i  numeri  f{a),f{a^),f{a^), ,  tutti  ne- 
gativi, non  possono  (XXIX,  11)  tendere  ad  un  limite  positivo.  Simil- 


(*)  Questa  importante  proprietà  deUe  fuiuioni  contioue  fu  per  molto  tempo  considerata,  a 
torto,  come  evidente,  finché  Caucht  ne  diede  la  bella  dimostrasione  che  qui  si  legge.  Vedi 
H  «  Cours  d*Analyse  de  Ì^École  polyUeìinique  »  p.  460. 


—  200  — 

mente  i  numeri  positivi  f(p) ,  /*(&  J ,  f{p^) , non  possono  tendere 

ad  un  limite  negativo.  Dunque,  non  potendo  essere  f(i)  >  0  e  nem- 
meno /'(S)<0,  è  necessariamente  f{£)  =  0. 

7.  Teorema  II.  Una  funzione  conthvua  non  può  passare  da 
un  valore  ad  un  altro  senza  passare  per  tutti  i  valori  intermedi. 

Sia  A  un  numero  qualunque,  compreso  tra  f{a)  ed  f{b),  e  si 
consideri  la  funzione  f\x)  —  A ,  evidentemente  contìnua  come  /"p) 
neirintervallo  (a,  6),  negli  estremi  del  quale  essa  prende  i  valori 
f(a)  —  A  ,  f(b)  —  A ,  che  per  ipotesi  hanno  segni  opposti.  Esiste 
dunque,  in  forza  del  precedente  teorema,  un  numero  E,  compreso 
fra  a  e  &,  per  cui  si  ha  f(l)  —  A=zO,  cioè  f{Ì)=zA. 

8.  Si  osservi  che  la  reciproca  del  teorema  precedente  non  è  vera, 
perchè  esistono  funzioni  discontinue,  che  non  possono  passare  da  un 
valore  ad  un  altro  senza  assumere  ogni  valore  intermedio.  Basti 

citare  la  funzione  sen-  ,  discontinua  per  x=:0.  Quando  x  decresce 

continuamente,  passando  da  un  valore  positivo  ad  un  valore  nega- 
tivo, la  funzione,  pur  eseguendo  continue  oscillazioni  fra  i  e  — ii 
non  passa  mai  bruscamente  da  un  valore  ad  un  altro  qualsiasi  Q. 

9.  Teorema  III.  Una  funzione  contimia  in  un  dato  intervallo 
è  necessariamente  finita  nell'intervallo  stesso. 

È  ovvio  che,  se  una  funzione  non  è  finita  in  un  dato  intervallo 
(a,  &),  essa  conserva  questa  proprietà  almeno  in  una  delle  due  metà 
di  (a, &).  Cosi  da  (a,&)  possiamo  dedurre,  col  solito  processo,  una 
successione  (ai,&i),  (a^j^j),...  di  intervalli,  in  nessuno  dei  quali 
la  funzione  è  finita,  mentre  gli  estremi  di  tutti  questi  intervalli 
tendono  ad  un  comune  limite  £.  Intorno  a  E  la  finzione  non  è  mai 
finita,  essa  cioè,  per  valori  della  variabile  indipendente,  vicini  a  E 
quanto  si  vuole,  assume  valori  arbitrariamente  grandi,  e  però  non 


(*)  Per  altri  esempii  di  simili  faaiiooi  vedi  la  Memoria  di  Dabbodx  «  Sur  l»s  fonctions 
ditcontinuet  »  (Annales  de  l*École  normale  supérieure,  2n«  sórie,  t.  IV). 
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può  tendere  ad  un  lìmite  finito  quando  x  tende  a  g.  Dunque  per 
w=l  \3l  funzione  è  discontinua,  anzi  è  discontinua  di  seconda  specie. 
Pertanto  è  vero  che  sono  finite  in  un  intervallo  dato  le  funzioni 
che  in  questo  intervallo  sono  continue  o  presentano  soltanto  discon- 
tinuità ordinarie. 

10.  Teorema  di  W«lerstpassi  Una  funzione  ammette  un 
massima  ed  un  minimo  in  ogni  intervallo  iu  cui  è  continua. 

Se  f{ai)  è  continua  in  un  intervallo,  essa  vi  è  (§  8)  anche  finita, 
e  però  (XXIX,  7)  ammette  il  limite  superiore  ed  il  limite  inferiore. 
Ci  resta  da  dimostrare  che  questi  son  valori  che  la  funzione  rag- 
giunge effettivamente.  Sia  X  uno  dei  limiti.  È  noto  (XXIX,  8)  che 
neirintervallo  considerato  esiste  almeno  un  numero  £,  intorno  al 
quale  il  limite  superiore  (o  il  limite  inferiore)  è  sempre  X.  Ora, 
dato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  e,  la  continuità  di  f{x)  permette 
di  determinare  intorno  a  £  un  intervallo  tale,  che  per  tutti  i  va- 
lori di  o^  appartenenti  airintervallo  stesso  sia 

\ax)-m\<^. 

Siccome  intorno  a  £  il  limite  superiore  (o  il  limite  inferiore)  è 
sempre  X,  esiste,  fra  gli  infiniti  valori  di  x  che  soddisfano  alla  pre- 
cedente disuguaglianza,  almeno  un  valore  a?^  che  rende 

|/K^O-X|<|. 

Ne  segue 

\m-\\^  /•(5)_/'(^')!  +  l/'('^')-Xj<€. 

Dunque,  osservando  che  €  è  piccolo  quanto  si  vuole,  f{i)  =  \, 

11.  Teopama  tfl  Caatopi  Se  una  funzione  è  continua  in  un 
dato  irUervoMo^  si  può,  per  ogni  numeì^o  positivo  € ,  piccolo  quanto 
si  vuole^  trovare  un  numero  positivo  h,  tale  che  a  qualunque 
coppia  di  valori  della  variabile  indipendente,  che  appartengano 
cUVintervallo  considerato  e  differiscano  tra  loro  meno  di  h,  cor^ 
rispondano  valori  della  funzione  che  differiscano  m£no  di  e. 


Intorno  ad  <^i  valore  di  x,  appartenente  i 
tremo  sempre  costruire,  in  virtù  della  contin 
tervallo  (x  —  /t,  a?  +  A)  lale  che,  per  (^ni  copi 
in  esso  inclusi,  sia 

ma,  per  determinati  valori  di  e  e  di  x,  uiQdìI 
possono  attribuire  ad  A,  perchè,  conosciuton 
positivo,  inferiore  a  quello  trovato,  si  trovi  n 
zioni.  Senonchè  gli  ioBniti  valori  di  h,  relativ 
di  €  e  di  X,  non  possono  essere  grandi  quanto  si 
tono  un  limite  superiore:  è  questo  limite  che  ■ 
senteremo  con  h.  Così,  dato  e,  ad  ogni  nnmei 
valore  ben  determinato  A,  tale  che  per  c^ni  cop] 
superiori  ad  x  —  fi,  inferiori  ai  x--\-fi,  è  so 
definita  co^  una  funzione  h(x),  obbligata  a  pr 
in  tutto  l'intervallo.  Questa  flinzione  ammette 
limite  inferiore  \,  positivo  o  nullo,  ed  esiste 
vallo  considerato  almeno  un  numero  £,  intoi 
inferiore  dei  valori  di  h{x)  è  sempre  X.  Ci  pro]: 
che  X  non  può  essere  ntt/to.  Posto  h(E)  =  fi^,  c( 
qualunque  di  ^,  appartenente  all'intervallo    [ 

C^i  coppia  di  numeri  af,  x",  presi  nell'intervall 
appartiene  anche  all'intervallo  (£  —  A,,,  £4 
alla  condizione  (1).  Dunque  i  valori  che  h{x)i 
(E  —  5A0,  E  +  sA, j  non  sono  inferiori  ad  g/ 
ultimo  intervallo,  \  è  ancora  il  massimo  fra  i 
ai  valori  di  h{x),  si  ha  X^A»,  e  per  consegu 
mìtivo  intervallo,  h{x)  non  è  mai  inferiore  a 

bito  che,  dato  €,  è  veriflcala  la  (1),  comunqu 
vallo  dato  la  coppia  di  numeri  x'  ed  x".  purcl: 
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XXXI.  LA  DERIVAZIONE. 


1.  Quando  un  numero  z  passa  ad  uno  ad  altro  stato  di  grandezza, 
l'incremento  positivo  o  negativo  che  subisce  si  suole  rappresentare 
con  A^.  Ad  ogni  arbitrario  incremento  Ao?  della  variabile  indipen- 
dente corrisponde  un  determinato  incremento  Ly  della  funzione, 
poiché,  fissato  Xy 

se    Aa?  =  /i    ,     è    ùky  =  f(pc-\-h)  —  f{x). 

Il  rapporto 

Ax  h 

dicesi  rapporto  incrementale  destro  o  sinistro,  secondo  che  ùkX  è 
positivo  o  negativo.  Se  i  rapporti  incrementali,  destro  e  sinistro, 
tendono,  per  ùkX  tendente  a  zero,  verso  limiti  determinati,  questi 
sono  funzioni  di  a?,  che  diconsi  derivata  destra  e  derivata  sinistra 
di  y.  Le  due  derivate  possono  coincidere,  ed  in  tal  caso  si  dice  che 
la  funzione  y  ha  una  derivata  unica,  che  si  rapppresenta  con  f(a))y 
0  più  brevemente  con  y'.  Le  funzioni  che  più  comunemente  si  con- 
siderano sono  a  derivata  unica.  Si  osservi  che  la  derivata  d'una 
costante  è  zero,  perchè,  se  2/  è  costante,  è  Ay  =  0  per  ogni  valore 
di  X.  La  derivata  della  variàbile  indipendente  è  l'unità,  perchè, 
se  2/  =  a?,  è  A|/  =  Air. 

2.  Per  convincersi  che  la  derivata  d'una  funzione  può  avere  va- 
lori diversi  dalle  due  parti  d*uno  stesso  valore  della  variabile  indi- 
pendente, si  consideri  la  funzione  che  per  a?  =  0  è  zero,  e  per  a?  5  0 

è  espressa  da j^ .  La  derivata,  per  ^  =  0,  è  il  limite  verso  cui 
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tende  ^  quando  h  tende  a  zero.  Siccome  e"  cresce  indefluita- 

mente  o  tende  a  zero  secondo  che  h  tende  a  zero  per  valori  po- 
sitivi 0  per  valori  negativi^  la  funzione  ammette  a  destra  dello  zero 
una  derivata  nulla,  ed  a  sinistra  una  derivata  uguale  ali*  unità. 
Ma  la  derivata  può  anche  non  esistere,  o  esistere  soltanto  da  una 
parte  di  ce.  La  continuità  della  funzione  è  condizione  necessaria, 

non  sufficiente,  per  desistenza  della  derivata.  Infatti,  perchè  ~ 

possa  tendere  verso  un  limite  finito,  quando  A^  tende  a  zero,  è 
necessario  che  Ay  tenda  a  zero,  e  quindi  che  y  sia  continua.  Per 
esempio  la  funzione  x  —  [x]  ha  una  derivata  uguale  alFunità  per 
ogni  valore  di  x,  eccetto  a  sinistra  dei  valori  interi,  dove  si  ha 
discontinuità  ordinaria.  La  continuità  non  è  sufficiente  per  resi- 
stenza delia  derivata.  Per  esempio,  la  funzione  che  per  ^  =  0  è 

zero  e  per  x  $0  è  espressa  da  a;sen-   è  continua  per  x  =  0,  ma 

non  ammette  derivata  per  questo  valore  di  x,  perchè  il  limite  di 

scUt,  per  h  tendente  a  zero,  non  esiste.  Più  oltre  incontreremo 

una  funzione  continua,  che  non  ammette  derivata  pei*  nessun 
valore  di  x. 

3.  Rappresentazione  o^ometrioa.  Ogni  coppia  di  valori  di 
X  e  dì  y  Sì  consideri  come  il  sistema  delle  coordinate  cartesiane 
di  un  punto  nel  piano.  L'equazione  y  =  f{x)  rappresenta  allora  una 
successione  semplicemente  infinita  di  punti.  Quando  questi  punti 

costituiscono  una  linea  del  piano, 
nel  senso  volgare  della  parola,  è 
facile  rendersi  conto  delle  princi- 
pali proprietà  delle  funzioni  e  delle 
derivate;  ma  prima  è  necessario 
conoscere  il  significato  geometrico 
della  derivata.  Per  questo  si  osservi 
che  la  tangente  alla  curva,  nel 
punto  M,  è  per  definizione  la  posizione  limite  della  secante  MM*, 
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quando  3f'  tende  a  confondersi  con  M.  Ciò  premesso,  si  ha^  per  si- 
militudine di  triangoli, 

Ax  "~  MN  "■  PS  • 

Quando  M'  tende  ad  M,  P  resta  fisso  come  M,  ed  S  tende  a  T. 
Ne  segue 

Dunque  la  derivata  dell'ordinata  d'una  curva,  rispetto  all'ascissa, 
rappresenta  il  coefficiente  angolare  della  tangente  alla  curva. 

4.  Derfvaxione  delle  funsleni  Inverse.  Data  la  funzione 
yz=:f(x)  supponiamo  che  si  possa  (XXIX,  1)  definire  la  funzione 
inversa  ix:^=ff(y)-  È  facile  dimostrare  che  la  derivata  della  fun- 
zione g  esiste,  quando  esiste  ed  è  diversa  da  zero  la  derivata  della 
funzione  f.  Infatti,  se  per  un  determinato  valore  di  x  il  rapporto 

—^  tende  ad  un  limite  y',  diverso  da  zero,  quando  Aoo  tende  a 

zero,  è  chiaro  che  £iy  finisce  per  assumere  e  conservare  il  segno 
di  Ao?  o  un  segno  contrario,  e  però  il  limite  di 

Aa  __^.  Ay 
Ay  '  Aa;  ' 

che  esiste  (XXIX,  11)  ed  ha  il  valore  -  ,  è  per  definizione  la  deri- 

Tata  dì  a:  rispetto  ad  y.  In  termini  più  espliciti,  quando  si  conosce 
la  derivata  r{x)  $  0  di  f{x),  quella  della  funzione  inversa  g{x)  è 

1 


f\9i^)) 


5.  Derivazione  delle  ffunxienl  di  funzioni.   Se  y  è  dato  in 
funzione,  non  di  x,  ma  d*una  funzione  u,  se  cioè 

y  =  f{u)  ,  u  =  ^{x). 
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ed  inoltre  si  suppone  che  esistano  le  derivate  f{x)  e  q)'(^),  è  facile 
dimostrare  clie  la  derivata  di  2/  è  data  dal  prodotto  di  f{u)  per 
(p'(^).  Infatti  si  ha  identicamente 

Ay  Ay     Au 


dove  ^  tende,  per  ipotesi,  ad  un  limite  u':  ciò  esige  che  Au  tenda 
a  zero  insieme  a  Ao;.  Se,  a  partire  da  un  certo  valore  di  Lx, 
Aw  si  mantiene  costantemente  diverso  da  zero,  ~  tende  ad  f(w), 

e  però  (XXIV,  11)  anche  ^  tende,  in  virtù  dell'ultima  identità, 

ad  un  limite  determinato  y\  uguale  al  prodotto  di  f\u)  per  u\ 
Resta  da  far  vedere  che  la  proposizione  enunciata  regge  anche 
quando  esiste  una  successione  /^i ,  ^« ,  ^s , . . .  di  valori  di  A^,  ten- 
denti a  zero,  pei  quali  è  Au  =  0.  In  questo  caso  la  derivata  u\ 
che  per  ipotesi  esiste,  non  può  essere  diversa  da  zero.  Ora  si  os- 
servi che^  se  si  fa  tendere  A^  a  zero  evitando  i  valori  h^,  h^,  ^3, . . . . 
è  ancora  valido  il  ragionamento  che  precede  e  però  il  rapporto 

"  tende  al  limite  T  (w) .  0  =  0.  Se  invece  Aj?  tende  a  zero  per- 
correndo la  successione  ^^ ,  /k,  >  ^3»  •  •  •  *  ì^  detto  rapporto  è  nullo, 
perchè,  essendo  Awi=0,  è  anche  Ai/  =  0.  Esiste  dunque  la  deri- 
vata y\  limite  di  ^  per  A^r  tendente  a  zero,  ed  è  nulla  come  il 
prodotto  f{u) .  u\  Più  generalmente,  se 

si  ha 

y' =  r  (uW  (vW{w) , 


purché  le  funzioni  u^v^w, siano  in  numero  finito.  Cosi  ve- 
diamo che  la  derivata  d'una  funzione  di  funzioni  è  ufftuiie  al 
prodotto  delle  derivate  di  queste  funzioni,  ogni  derivata  essendo 
presa  rispetto  alla  variabile  da  cui  la  funzione  dipende  imme- 
diatamente. 


—  207  — 

6.  Derivata  d'una  somma.  Sia  y  =  u-\'V-\'W  -{- ,  dove 

UyVyW,,..  sono  funzioni  di  x  in  numero  finito,  e  si  attribuisca 
ad  X  l'incremento  Aoo  :  ne  risultano  per  ?/,  w,  t?, . . .  gli  incrementi 
^y,  Au,  AVy . . . ,  e  si  ha  sempre 

y  +  Ay  =  t*  +  At*  -\-v  +  £kV-\-w-\-  Au;  + ; 

poi 

Ay  Au    ,    ùv    ,    Ato    . 


e  prendendo,  per  £^x  tendente  a  zero,  i  limiti  dei  due  membri, 

2/'  =  t«'  -{- 1?'  +  io'  + 

Dunque  la  derivata  d'una  somma  è  itguale  aUa  somma  delle  de- 
rivate delle  partì,  purché  queste  siano  in  numero  finito. 

* 
7.  Derivata  d'un  prodotto.  Se  y=^uv  è 

y  +  Ay  =  (w  +  ùm){v  +  Av)  =:uv-\-uùkV-{'V  Aw  -f-  Aw  Ar  ; 

poi,  successivamente, 

Av  At7     ,        Au    ,    Au   .  ,  ,   ,         , 

Aa;  Aa?    '        Aa?    '    Aa;  '^  ' 


Si  può  anche  scrivere 


y  _  if  _  I    L 

V         ut? 


Sia,  più  generalmente,  y  =  uvw e  dimostriamo  che 

yL:=,!L4,^A^'?!.4. (2) 

La  formola  è  vera  nel  caso  di  due  fattori.  Basta  dunque  dimostrare 
che,  se  è  vera  per  meno  di  n  fattori,  sussiste  per  n  fattori.  Ora, 
chiamando  z  il  prodotto  di  tutte  le  funzioni  che  seguono  u,  si  ha 
y=zuz;  poi 

y ti'   .   «'       g  ^'  _i   ^^  _i 
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Se  ne  deduce  subito  la  (2),  cui  si  può  dar  la  forma  seguente: 

y*  =  u'vw ...  4-  uv^w . . .  +  uvw' . . .  4"  •  •  • 

Cosi  vediamo  che  la  derivata  d'un  prodotto  è  uguale  alla  somma 
dei  prodotti  che  si  ottengono  molt^Kcando  la  derivata  di  ciascun 
fattore  pel  prodotto  degli  altri  fattori.  Importa  osservare  che,  se 
yz=zau,  con  a  costante,  è  y*z=^au\ 


8.  Derivata  d'un  quoziente.   Se  2/= -,  è 

poi,  successivamente, 

Ay        ^'Kx'^^òx         '    r vu'  —  uv' 


Ax 


^(1+^-)  ' 


y 


In  particolare. 


se    y  =  -    ,    è    y'  =  — -^. 


9.  Derivata  d'una  petenza  i  aj  Sia  y  =  af*,  con  n  intero  e  po- 
sitivo. Dalla  regola  del  §  7  si  deduce  subito  y'  =  naf^^ .  Vogliamo 
dimostrare  che  questa  formola  sussiste  per  ogni  valore  razionale 

di  n.  Prima  supponiamo  che  n  abbia  la  forma  —,  con  m  intero  e 

tfi 

positivo.  Siccome  esiste  la  derivata  di  a?",  esiste  (§  4)  anche  quella 

della  ftinzione  inversa  y=:os'^  ,  Constatata  cosi  l'esistenza  di  y',  si 
è  in  diritto  di  derivare  l'eguaglianza  y*  =  x,  applicando  al  primo 
membro  la  regola  del  §  5.  Si  ottiene 

my"^^  .y' =:i  ,  v'=  —  j/i-"  =  nj/*^"^*^  =  war^^ 

tn 

hj  Se  poi  n  ò  il  quoziente  di  due  numeri  interi  positivi,  p  e  g, 
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si  ha,  applicando  la  regola  del  §  5,  e  tenendo  presente  quanto,  si 
è  detto  in  ultimo  luogo, 

cj  Finalmente,  se  n  ha  un  valore  negativo  — m,  si  applichi  la 
regola  del  §  8.  SI  ottiene 

dj  Ora,  dato  2/==u",  dove  l'esponente  è  un  numero  razionale 
^alunque,  positivo  o  negativo,  la  regola  dei  §  5  dà  2/*  =  wu"^* .  u'. 
In  particolare, 

se    y  =  ì/u    ,    è    y'=z-^. 

m 

10.  Le  regole  precedenti  permettono  di  calcolare  immediatamente 
la  derivata  di  qualunque  fìinzione  algebrica  esplicita.  Per  esempio, 
la  derivata  del  polinomio 


La  derivata  di  y\  che  si  chiama  seconda  derivata  di  y,  è 

2/"=n(n— l)agar-*  +  (n—l)(n—2)a,a;— •  +  ...  + 2a„-«, 
e  le  derivate  seguenti  sono 
y'"=n(n— l)(n— 2)aoaj"-*  +  (n— l)(n— 2)(n— 3)aia?— ^  +  •  •  • 

!/W=n(»— i)(n— 2)...3.2ao  ,    y<"+^)  =  i/<"+«  =  l/t«+«»  =  . . .  =  0. 

Le  prime  n  —  1  derivate  d*un  polinomio  dì  grado  n  sono  dunque 
altrettanti  polinomii  dei  gradi  n  —  l,n  —  2,...,1;  la  n*"*  deri- 
vata è  costante,  e  le  derivate  seguenti  sono  tutte  nulle. 

Ciilfto,  Analiti  algèbrica  14 


vate  M  a'  m  Logx.-  aj  Sia  y  =a'.  Se  ad  r  si  attri- 
remento  ^x  =:  A  ,  si  ha 

:hiainando  cose  dette  precedentemente  (XXX,  4,  b), 

y'  ;=  a'  lim  ■     -■■  =  a^  Ioga  . 

ire,  se  y^^e  ,  è  y'  =  ^. 
!/  =  Loga',  è 

^Log(a;  +  A)-Loga:,    g  =  ÌLog(l  +  ^); 

4.  C) 

y'  =  ÌLoglim(l-h|)'f  =  f. 

indo  con  M  la  costante  Loge  :=  1  :  Ioga ,    modiuki  del 
logaritmi  che  si  considera.  In  particolare,  8e^:=logi}'. 


le  risultati  precedenti  sono  fra  loro  legati  mediante  la 
,  giacché, 

posto  f\x)=^a^  ,    è   ff(fl:)  =  L{^a;. 

che,  se  si  conosce  una  delle  derivate,  per  esempio 
oga ,  l'altra  è  data  dalla  forinola  (1)  : 


"  ^^~ /■  (Logic)  ~ai-«- Ioga"*  " 
dmente,  per  quanto  si  è  detto  nel  §  5,  le  derivate  delle 

!/=;«",     J(  =  logM  , 
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SODO  rispettivamente 


tt' 


y^  =  ev!  .   y'  =  -^' 

12.  Deriwato  fàmWm  funslonl  olrcolaHi  a)  Sia  ^  =  sen^.  Se 


Al/  =  sen(a?+/i)  —  sena?  =  2sen  ^  cos  (  a?  + 
Dunque  (XXX,  4,  d) 


21  ' 


1/'  r=  hm  — ^p-  cos  (  ^  +  2  )  —  ^^^  ' 

8" 

Se  y  =:cosa?,  si  può  fare  un  calcolo  analogo,  o  anche  scrivere  (§  5) 

y  =  sen(^  —  x]   ,    y'  =  —  cosf^  —  a?  j  =  —  seno?. 

Se  t/  =  tga7,  si  ottiene,  considerando  y  come  quoziente  di  sen.r 
per  coso?,  ed  applicando  la  regola  del  §  8, 

,       cosa? .  coso?  —  sen  «  ( —  sen  x)         1 
^  cos'a;  cos'a;  ' 

o  pure,  seguendo  un  calcolo  più  diretto, 
y  =  lim  ^^    '  / 5—  =  lim 


jbao  ^  4-o^co8ar  co8(a;  +  A)      cos'a;  * 

Finalmente,  se 

l/  =  senw,  cos««,  tgw , 

è,  rispettivamente, 

y'  =  u'cosw,  — w'senw,  -^. 

Ì)J  Per  le  funzioni  circolari  inverse  bisogna  anzitutto  osservare 
che  le  derivate  esistono  (§  4).  Soltanto  dopo  ciò,  dedotte  da 

y  =  are  seno?  ,   arccoso?  ,   arctga?, 


-  sia- 
le relazioni 

si  ha  il  diritto  di  scrivere,  derivando, 

l=y'co8|/,  — v'seny  ,  ^^  , 
e  quindi  di  ricalarne  i  valori  di  y'  : 

1    _      1 1    _  _      1  ,    _     1 

Si  può  anche  procedere  con  calcoli  diretti,  i  quali  hanno  il  van- 
taggio di  fornire,  insieme  alle  espressioni  delle  derivate,  la  prova 
dell'esistenza  delle  derivate  stesse.  Se,  per  esempio,  si  pone 

y^arctga:  ,    AaJ=A  =  e(l  +  a;(a!  +  A)), 

si  ha,  quando  e  tende  a  zero  insieme  ad  h. 


■Hitg(j!  +  A)  — arctsa;  _ 


lìm  - 


•l+a;(x  +  fc)  ""!+**■ 


Si  noti  che  precedentemente  il  radicale  ^i  —  ot*  è  stato  preso 
sempre  positivo,  perchè  gli  archi  rappresentati  dai  simboli  arcsena: 
ed  are  coste  hanno  rispettivamente  il  coseno  ed  il  seno  positivi.  Fra 
questi  archi  esiste  la  relazione 

are  seno;  +  are  cosa:  =  I  ; 

ciò  spiega  perchè  le  loro  derivate,  uguali  in  valore  assoluto,  hanno 
s^dì  oppoeti.  Finalmente  riassumendo  ed  osservando  la  renila  del 
§5  vediamo  che,  se 

j/  =  arcsentt  ,  are  cosa  ,   arctgu  , 

è,  rìspetUvaroenle, 
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18.  Es«rofsll  I 


Se    y  =  «Gog«^l), 


è      y'rzsloga?  , 


»     y  =  loglog«  , 


»     y  =  logtg 


X 

"2    ' 


»     y  =  log 


1  — coskx 

1  +008Ìb?   ' 


»     y  =  «|/l4-aj»-j-log(a?+l/l+^)» 
9     y  =  arccos(l  —  «)  —  y2a5  — a?"  , 


»     y  =  arctg(«  — Vir+^)  , 


»     y=alog(^-f-|/a:*— a*)4^arcco8-  , 

X 


Benatsenx 


»     y  =  arc8en^ — 


cosa  coso; 


b-4-aoosa 
»     ysaarceos — \-j^ , 


>     y  =  arctg 


e*  — 


«*  +  e 


-B      » 


y  = 


jtlogd;' 

1 
iena;   * 


,^    2Jfc 
^       senAro;  * 


l/    ^ 


y'=. 


1 


2(1+*»)   ' 


'^-ìf'Sl  • 


sena 


1 — eonaoo8X   * 


^       a-|-òco8a;  ' 


«*■-[-«""*■ 


Tatti  qaesti  risaltati  si  ottengono  applicando  le  regole  dimostrate  nei  prec^enti 
paragrafi.  Similmente,  date  le  relazioni 

^2^^yr^    •    tg^y^tg^atggo:, 
se  ne  deduce,  rispettiyamente, 


1 


sena 


]/l <gA         ^       1 -f-cosacosoj 


Se  poi  si  danno  le  funzioni 


le,  prendendo  i  logaritmi  dei  due  membri  e  delirando, 

i'  =  aì«(l-|-Iog«)    ,    y'  =  af+*'f-  +  logx  +  (logai)'),., 


Itimi  «ercidi  but^na  prima  di  tatto  far  notare  cbe  la  derivata  etittt. 
penultima  coppia  di  fontìoni  basta  onervare  che  y  si  può  porre  lotto  Ih 
tctgu.  Per  y  =  aj"  «i  pn6  anche  scritere  y  =  ««i«e';  ecc.  Finalmente» 
«r  calcoli  sDOcesiivi,  che  le  derìnte  n*""  delle  fanzìoui 

y=^«««"coi(a;»«na)    ,    y ^e'*'"'sen(a!»«na) 


i,i"i  sa  ««""  eoe  («a  +  a^  seno)    ,    yW  =  e™>«  bob  (tw  +  xmt  a) . 

hdle  è  il  calcolo  della  derÌTita  n™'  di  arctgx.  Si  pnO,  oHerrando  che 
i*y,  perrenire  alla  formola 


yi-i  =  (n  —  1)  !  coa-y  »enn  (  y  +-g 


2^^i\^-y- 


_(-l)-'(n-l)! 
(1  +  ^)' 


XXTT.  PROPRIETÀ  DELLE  DERIVATE. 


oa  funzione  f(x)  dicesì  rispettivamente  crescente,  o  decre- 
0  costatile  a  destra  di  a,  quando  in  un  conveniente  iaterrallo 

■  /i)  i  suoi  valori  sono  tutti  superiori,  tutti  inferiori  o  tutti 
ad  fla).  Si  dice  invece  che  f{cc)  è  crescente,  decrescente, 

e  a  sinistra  di  a,  quando  à  possibile  determinare  un  numero 

:>  fi  tale  che,  per  x  appartenente  all'intervallo  (a  —  A,  a),  i 
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valori  di  f{x)  siano  rispettivamente  inferiori,  superiori,  o  uguali 
tutti  ad  f{a).  Può  anche  darsi  che  non  esista  un  tal  numero  h.  É 
ovrio,  per  esempio,  che,  intomo  allo  zero,  la  funzione  f{x)  che  per 

.r=0  è  zero,  e  per  a;  ^  0  è  espressa  da  a7sen-,  non  cessa  mai  di 

assumere  valori  positivi  e  valori  negativi,  cioè,  preso  h  piccolo 
quanto  si  vuole,  i  valori  di  f{x)  nell'intervallo  ( — ^,  h)  sono  sempre 
gli  ani  maggiori  e  gli  altri  minori  di  /*(0).  Ecco  dunque  una  fun- 
zione che  non  è  crescente,  né  decrescente,  né  costante  intorno 
allo  zero. 

2.  Valga  l'ultima  osservazione  a  convincerci  della  necessità  di 
dimostrare  con  pure  considerazioni  analitiche  tutte  quelle  proprietà 
delle  funzioni,  che,  interpretate  geometricamente,  appariscono  evi- 
denti. Bisogna  infatti  notare  che  le  proprietà  di  cui  si  tratta  sus- 
sistono indipendentemente  dalla  possibilità  d*una  rappresentazione 
geometrica,  e  che  d'altra  parte  tale  rappresentazione  può  mancare 
per  inQnite  fìinzioni,  nonostante  la  continuità,  e  manca  effettiva- 
mente per  ogni  punto  intorno  al  quale  l'ordinata  non  cresce,  nò 
decresce,  nò  si  mantiene  costante,  perchè,  dopo  aver  costruito  un 
simile  punto,  non  si  sa  immaginare  in  qual  modo  sia  esso  seguito 
dai  punti  vicini.  Per  esempio,  non  è  possibile  rappresentare  geome- 
tricamente, nelle  vicinanze  dello  zero,  la  funzione  f{x)  considerata 
nel  precedente  paragrafo,  benché  sia  continua  per  ogni  valore  di  x. 
B  la  funzione 


f{f{^))  =  ojsen  -  sen j 


ajsen- 


presenta  la  medesima  singolarità  intorno  ad  infiniti  punti  compresi 
nell'intervallo  (  0,  -J ,  e  propriamente  nei  punti  —  >  ó"  '  3~  '  "  *  ' 
Tali  singolarità  si  vanno  sempre  più  addensando  nelle  funzioni 
Mf(/'(^))]  »  /*(/*(/*(A^))))»  e<ic.,  perchè  ogni  volta  si  introducono, 

oltre  i  punti  in  cui  non  è  rappresentabile  la  funzione  precedente, 
anche  quelli  in  cui  questa  ftinzione  si  annulla. 
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8.  Una  funzione  f{x)  dicesì  crescente,  o  decrescente,  o  costante 
in  un  internano  quando  per  ogni  coppia  di  valori  a/  ^cd\  appar- 
tenenti airintervallo  considerato,  la  dijQTerenza  f{(xf)  —  /(a;")  ha  li 
segno  di  a!  —  (xf\  o  un  s^^o  opposto,  o  è  nulla.  È  ovvio  che  una 
simile  funzione  è  rispettivamente  crescente,  o  decrescente,  o  co- 
stante intomo  ad  ogni  valore  dell'intervallo,  nel  senso  del  §  i  ;  ma 
non  è  altrettanto  evidente  la  proposizione  reciproca,  che  pure  sus- 
siste. Dimostriamo,  per  esempio,  che  una  funzione  crescente  in- 
torno a  tutti  i  valori  della  variabile,  che  apparten^/ono  ad  un 
dato,  intervallo,  è  crescente  in  quest'intervallo.  Se  la  fìinzione  non 
fosse  crescente  nell'intervallo  (a ,  ^),  questo  conterrebbe  almeno  un 
intervallo  (a^.&t),  negli  estremi  del  quale  si  avrebbe /(a  J  > /'(^i). 
Ora  si  chiami  (a, ,  &,)  la  metà  sinistra  o  la  moti  destra  di  (a^ ,  b^\ 

secondo  che  per  ^=2  (^i  ~i~ ^i)  ^^  funzione  assume  un  valore  in- 
feriore 0  non  inferiore  ad  /'(a,),  e  si  osservi  che  in  ogni  caso 
^(a,)  >/*(&,).  Ck)si  proseguendo  si  perviene,  col  solito  processo,  ad 
un  numero  £,  limite  comune  degli  estremi  sinistri  a, ,^,,^3,... 
e  degli  estremi  destri  b^,b^Jb^,...  degli  intervalli  ottenuti. Preso 
h  positivo  e  piccolo  quanto  si  vuole,  si  può  anche  determinare  n 
in  modo  che  an  e  bn  cadano  simultaneamente  in  (S — h,  i-\-h), 
a  sinistra  ed  a  destra  di  £.  Cosi  vediamo  che  gli  intervalli  (E  —  A ,  E) 
e  (5 ,  E  +  ^)  contengono  rispettivamente  due  valori  af  =  (z,,  eà 
af*  =  bn  tali  che  f{af)  >  f(x*') ,  e  ciò  impedisce  che  la  funzione  sia 
crescente  intorno  a  £,  perchè,  per  un  valore  di  h  conveniente- 
mente piccolo,  dovrebbe  essere  sempre  /"(a:')  <  /"(E)  <  f{oc").  Non 
è  dunque  possibile  che  la  funzione,  se  è  crescente  intorno  a  tutti 
i  valori  d*un  intervallo,  non  sia  crescente  neirintervallo  stesso.  Si 
noti  che  il  teorema  non  regge  se  la  funzione  si  suppone  crescente 
solo  da  una  parte  di  tutti  i  valori  deirintervallo.  Per  esempio  la 
funzione  x  —  [x]  ò  crescente  a  destra  di  tutti  i  valori  di  x,  ma 
non  è  crescente  in  (a ,  b)  se  [a]  <  |  &J . 

4.  Si  dice  che,  per  x  =  a,  f(x)  passa  per  un  minimo,   o   che 
fio)  è  un  minimo  di  f{x),  quando  i  valori  che  f(x)  assume  in- 
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torno  ad  a  son  tutti  superiori  ad  f{Q) .  Ne  segue  che^  se  f{oi)  è  un 
minimo  di  f(x\  questa  funzione  è  decrescente  a  sinistra  e  cre- 
scente a  destra  di  a^  secondo. le  definizioni  del  §  1.  Similmente  si 
dice  che  /(a)  è  un  massimo  di  f{pS)^  quando,  intorno  ad  a,  i  valori 
di  f(oo)  son  tutti  inferiori  ad  f{a)y  dimodoché  la  funzione,  cre- 
scente a  sinistra,  è  decrescente  a  destra  di  a.  Il  minimo  ed  il  mas- 
simo cosi  definiti  si  chiamano  anche  assoluti,  per  distinguerli  dal 
minimo  (XXIX,  6)  e  dal  massimo  valore  che  una  funzione  assume 
in  un  dato  intervallo.  Questi  diconsi  relativi  perchè  dipendono  dal 
complesso  dei  valori  della  funzione  nell'intervallo  considerato,  mentre 
il  minimo  ed  il  massimo  nel  senso  assoluto  dipendono  soltanto  dal 
modo  di  succedersi  dei  valori  che  la  finzione  prende  intorno  a 
determinati  valori  della  variabile  indipendente.  Il  minimo  assoluto 
per  a?  =  «  è  anche  un  minimo  relativo,  purché  si  prenda,  intomo 
ad  B,  un  intervcUlo  sufficientemente  piccolo.  Viceversa  il  minimo 
relativo  ad  un  dato  intervallo  è  anche  un  minimo  assoluto,  purché  si 
escludano  gli  estremi  dell'intervallo.  Altrettanto  dicasi  del  massimo. 

5.  Teepenia  I.  Una  funzione  è  crescente  o  decrescente  a  destra 
(o  a  sfntstraj  di  a,  secondo  che  la  sua  derivata  a  destra  (o  a 
stnistraj  di  di  é  positiva  o  negativa. 

Se  la  funzione  è  crescente  a  destra  o  a  sinistra  di  a ,  è  chiaro  che, 
tendendo  a?  ad  a,  il  rapporto  incrementale,  destro  o  sinistro,  finisce 
per  diventare  e  restare  positivo,  e  però  non  può  avere  che  un  li- 
mite positivo  o  nullo.  Per  conseguenza,  se  ?/  ò  crescente,  e  si  sup- 
pone che  i/  esista,  è  y'èO.  Similmente,  se  y  è  decrescente,  i/'^O, 
e,  se  y  è  costante,  y'  =  0.  Finalmente,  se  y  non  è  crescente,  né 
decrescente,  né  costante,  il  rapporto  incrementale  non  finisce  per 
assumere  e  conservare  un  segno  determinato,  e  però  non  può  ten- 
dere ad  un  limite  diverso  da  zero.  Da  tutto  ciò  risulta  che,  se  la 
derivata  destra  o  sinistra  di  i/  é  positiva,  per  x=-a,  la  funzione 
è  crescente  a  destra  o  a  sinistra  di  a,  rispettivamente;  se  la  de- 
rivata è  n^ativa,  la  funzione  é  decrescente  ;  se  la  derivata  é  nulla, 
non  si  può  dir  niente.  Si  vede  cosi  che  non  é  lecito  enunciare  la 
proposizione  reciproca,  perché  una  funzione  può,  per  esempio,  essere 
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crescente,  senza  che  la  derivata  sia  ppsitiva  :  questa  potrebbe  es- 
sere  nulla  o  non  esistere. 

6.  Teorema  II.  Quando  una  funzione  a  derivata  unica  passa 
per  un  minimo  o  per  un  massim^Oy  la  derivata  si  annulla. 

Se,  per  esempio,  f{a)  è  un  minimo  assoluto,  la  derivata,  supposta 
unica,  considerata  come  derivata  sinistra  non  può  (§  5)  essere  po- 
sitiva; considerata  come  derivata  destra  non  può  essere  negativa. 
Essa  è  dunque  nulla. 


7.  Osserwazlonl  i  aj  La  proposizione  reciproca  non  è  vera.  La 
derivata  può  benìssimo  annullarsi  per  un  valore  di  oo,  che  non 
renda  minima  o  massima  la  funzione,  perchè  nulla  impedisce,  per 
esempio,  che  f{x)  sia  crescente  tanto  a  destra  quanto  a  sinistra  di  a, 
malgrado  che  a  annulli  r(«^); 

h)  Ma  si  può  asserire  che,  per  xz=ia,  la  funzione  passa  per 
un  minimo,  se,  essendo  f'(a)=^0,  è  anche  r\a)  >  0,  purché  r'{^) 
si  conservi O  positiva  intorno  ad  a:  ciò  accade  sempre  quando  questa 
funzione  è  continua  per  x  =  a.  Allora,  preso  h  sufficientemente 
piccolo  perchè  in  (a  —  h^a  +  h)  sia  costantemente  r'(a7)>0,  la 
funzione  r  ioo)  è  (§  5)  crescente  intomo  a  tutti  i  valori  di  x  ap- 
partenenti ad  {a  —  /i ,  a  +  ^)-  Essa  è  dunque  (§  3)  crescente  nel 
detto  intervallo,  e,  poiché  si  annulla  per  x  =  a,  passa  da  valori 
negativi  a  valori  positivi  quando  x  varia  da  a  —  h  ad  a  +  h. 
Dunque  la  funzione  /"(a?),  decrescente  a  sinistra  di  a,  crescente  a 
destra,  passa  effettivamente  per  un  minimo.  Analogamente  si  di- 
mostra che  se  a,  annullando  f'ix),  rende  f"{x)  negativa,  e  se 
quest'ultima  funzione  intorno  ad  a  si  conserva  (*)  negativa,  f{a)  è  un 
massimo  assoluto  di  f(x).  Una  discussione  compieta  dei  minimi  e 
dei  massimi  la  dedurremo  più  oltre  dalla  formola  di  Taylor. 

8.  Teorema  di  Reile  i  Quando  una  funzione  a  dericala  U7iica 
prende  valori  ugiuUi  negli  estremi  d'un  intervallo,  la  derivata  si 
anntUla  almeno  una  volta  nelTintervallo  stesso. 


(*)  Più  oltre  (XXX Vi,  1)  vedremo  che  queata  restrizione  è  aaperflii&. 
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Poiché  la  funzione  ammette  derivata,  essa  è  continua  neirinter- 
vallo  considerato  (a,&),  e  però  {XXX,  10)  esiste  certamente  in 
quest'intervallo  un  numero  E,  pel  quale  la  funzione  raggiunge  il 
suo  minimo  o  il  suo  massimo  valore.  Se  i  valori  di  f{x)  fossero 
tutti  uguali  ad  f{a) ,  la  derivata  sarebbe  costantemente  nulla.  Sup- 
poniamo dunque  che  f(x)  assuma  in  (a ,  &)  valori  diversi  da  f{a). 
Allora  almeno  uno  dei  due  numeri,  che  rappresentano  il  minimo 
ed  il  massimo  valore  della  funzione,  avrà  un  valore  diverso  da  /*(a), 
e  però  il  corrispondente  numero  H  sarà  diverso  da  a  e  da  &.  Esclusi 
cosi  gli  estremi  delFintervallo,  il  minimo  o  massimo  della  funzione 
è  (§  4)  tale  anche  nel  senso  assoluto,  e  però  (§  6)  si  ha  necessa- 
riamente f\l)  =  0. 

9.  Teorema  di  Cauohy  i  Se  nelVintervallo  (a ,  b)  le  funzioni  q> 
e  ^;  sono  a  derivala  unica,  e  se  una  delle  derivate,  per  esempio  ip', 
non  si  anniUla  nel  detto  intervallo,  questo  racchiude  almeno  un 
numero  £,  pel  quelle  si  ha 

<p(ò)-(p(a)_<p-(g) 
Mi(6)-Hi(a)— Mi'(H)' 

Per  una  conveniente  scelta  della  costante  k,  la  funzione 

<p(a?)  —  Aip(j?) 
prende  valori  uguali  negli  estremi  di  (a,&):  basta  porre 

<p(a)  _  h^^{a)  =  <p W  —  ^^iP)  ,    e  ricavarne  h  =  ^|^j[^ , 

neiripotesi  che  sia  y\f{a)%\^{p)*  Intanto  la  funzione  considerata 
ammette  la  derivata  unica  <^'{po) — ìi\^\x),  che  deve  annullarsi 
almeno  per  un  valore  E,  appartenente  ad  {a,b),  dimodoché  si  ha 

q)'(E)  —  /tni'(E)  =  0   ,    e  se  ne  deduce  k  =  -4^^ , 

se  \^{i)  >  0.  Eguagliando  fra  loro  i  due  valori  di  h  si  perviene  al 
tecM^ma  di  Gauchy. 
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10.  Teorèma  di  Lagrangla  i  Se  nell'tntervallo  (a ,  b)  to  fun- 
zione  f(x)  é  a  derivata  unica^  si  ha 

m-na)={b-a)r(i) 

per  un  valore  l ,  appartenente  ad  (a ,  b). 

É  questo  un  caso  particolare  del  teorema  precedente:  basta 
porre  <p(x)  =:  f{x) ,  \\^{oo)  =  x. 

il.  Ossepvaxlonl  i  a)  Una  funzione  a  derivata  rnUla  è  costante. 
Infatti,  se  f{x)  =  0  per  ogni  valore  di  x  appartenente  ad  {a,ì>), 
si  può  applicare  il  teorema  di  Lagrangia  ad  ogni  intervallo  (a,  j?) 
per  a? ^&,  e  si  ha  f(x)  =  f{a)  =  costante. 

bj  Due  funzioni,  aventi  la  stessa  derivata,  non  possono  dif- 
ferire che  per  una  costante.  Infatti,  se  <p'(x)  =  ip'(^)>  è  nulla  la 
derivata  di  <p{x)  —  \\f{x),  e  però  <p(a?)  —  \\t{x)=,costante. 

cj  Dicesi  funzione  primitiva  di  f(x)  ogni  funzione  che  am- 
mette f{x)  per  derivata.  Dalle  osservazioni  precedenti  risulta  che, 
se  di  f{x)  si  conosce  una  funzione  primitiva  F(x),  tutte  le  altre 
sono  comprese  nella  formola  F{x)-\-c,  essendo  e  una  costante 
arbitraria. 

12.  Teorema  di  l'Hospital  i  Se  due  funzioni  a  derivata  unica 
tendono  simultaneamente  a  zero  o  all'infinito  quando  la  varia- 
bile indipendente  tende  ad  un  limite  finito  o  infinito,  e  se  il  rap- 
porto delle  derivate  tende  ad  un  limite  determinato,  anche  il 
rapporto  delle  funzioni  tende  allo  stesso  limite. 

aj  Prima  supponiamo  che,  per  x  tendente  ad  a,  q^(x)e\\f{x) 
tendano  a  zero,  cioè  sia  (poiché  queste  funzioni  sono  continue)  si- 
multaneamente (p{a)  =0 ,\[f(a]  =  0.  Il  teorema  di  Gauchy  dà 

q>{x)  __  <p(a?)  —  <p  (g)  __  y  (g) 

M,(a:)  — M,(a;)-t„(a)  — y(g) 

dove  ìE  è  compreso  fra  a  ed  x.  Col  tendere  à\  x  aii  a,  anche  l 
tende  ad  a,  e  però 

««aVW         x«aV(«) 
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quando  esiste  il  secondo  membro.  Questa  conclusione  regge  ancora 
neirìpotesì  che  x,  invece  di  tendere  ad  a,  oltrepassi  ogni  limite. 

Infatti,  posto  x  =  - ,  si  può  scrivere 

lim  ^^  =  hm  — Tyf  =  lim  — 1 — 7—  =  lim  -^'tH-  • 

}))  Ora  supponiamo  che,  per  x  crescente  airinflnito,  9(0;)  e  i|i(^) 
oltrepassino  ogni  limite  ed  il  rapporto  delle  derivate  tenda  al  li- 
mite A:  ciò  esige  che,  dato  il  numero  positivo  €,  piccolo  quanto  si 
vuole,  si  possa  trovare  un  numero  a,  tale  che,  per  x>a,  sia  sempre 


—  A 


<€. 


V'(«) 

Preso  ad  arbitrio  a;  >  a ,  si  ha  identicamente,  applicando  il  teorema 
di  Gauchy, 

<p(g)  _  <p(a;)  — <p(a)     ^      M^)  __  y^(S)     *      hi(«) 

<P(«)  <P(») 

Fissato  a,  facciamo  crescere  x  indefinitamente.  Il  primo  fattore 
ma  cessa  di  restar  compreso  fra  A  —  e  ed  A-\-^,  mentre  il  se- 
condo, che  tende  all'unità,  finisce  per  cadere  e  restare  neirinter- 
vallo  (1  —  €  ,  1  +  e).  Ne  segue  che,  a  partire  da  un  certo  valore 
di  .r,  si  avrà  costantemente 

1      ma) 
■;^  — .!  +  ©€  ,    — -^— 1-i-ee, 

con  9  e  9^  inferiori  ad  1,  in  valore  assoluto.  Per  conseguenza 

^=^+(e+4e'+6e'c)6  .    Hm^=^. 

Se  X,  invece  di  crescere  all'infinito,  tende  ad  un  limite  finito  a, 
il  teorema  sussiste,  perchè,  posto  a?  =  a  +  - ,  si  può  scrivere 
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13.  Ossepvasioni  I  aj  II  teorema  di  THospital  è  ancora  appli- 
cabile al  caso  che  il  rapporto  delle  derivate,  invece  di  tendere  ad 
un  limite  Rnito,  oltrepassi  c^ni  limite.  Infatti,  per  x  tendente  ad  a, 
neiripotesi  che  (p  e  ip  tendano  a  zero,  preso  intomo  ad  a  un  in- 
tervallo nel  quale  ^■}^\  superi  costantemente  un  dato  numero  N, 

grande  quanto  si  vuole,  anche  ^:^|  supererà  N  per  gli  stessi  valori 

di  X,  perchè  il  valore  deirultimo  rapporto  è  uguale  ad  uno  dei 
valori  che  prende  il  primo  rapporto  nell'intervallo  (a,  x).  Nel  caso 
poi  che  q)  e  i|i  crescano  indefinitamente,  si  consideri  il  rap- 
porto ^'^  :  questo  tende  a  zero,  come  ^^: ,  e  siccome  finisce  per 

rimaner  positivo,  si  può  asserire  che  ^~{  cresce  airinfiuito,  come  ^z 

bj  Ma  se  il  limite  del  rapporto  delle  derivate  non  esiste,  non 
è  lecito  dedurne  la  non  esistenza  del  limite  del  rapporto  delle  fan- 
zionì.  Per  esempio  si  ha 

- sena; 

lina  — j =  hm zi;rz.=  i  , 

mentre  non  tende  ad  alcun  limite  il  rapporto  delie  derivate,  evi- 
dentemente uguale  a  tg'^ . 

e)  Il  teorema  di  l'Hospital  è  assai  utile  per  la  ricerca  dei  limiti 
di  funzioni  che,  per  determinati  valori  della  variabile  indipendente, 

si  presentano  sotto  forme  prive  di  significato,  come  q,  — ,0.oo, 

00  —  00,  0^',  00°,  1*,  che  si  riducono  tutte  alle  prime  due.  Se 
per  x  =  a  il  prodotto  (p{x).\^(x)  si  presenta  sotto  la  forma  O.oc, 

si  applica  il  teorema  di  l'Hospital  al  quoziente  di  (p{x)  per  -r-/ 

Se  la  differenza  (p{x)  —  \^{x)  prende  la  forma  00  —  00,  si  considera 

il  prodotto  di  <p  (x)  per  1  —  ^^ ,  e  si  è  ricondotti  al  caso  prece- 
dente. Anche  a  questo  caso  si  riduce  subito  la  ricerca  del  limite 
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di  [(p(a;)P^^\  sia  quando  (p(x)  tende  a  zero  o  airinfinito,  mentre 
\^(x)  tende  a  zero,  sia  quando  <p(^)  tende  alfunità»  mentre  \]f{on) 
oltrepassa  ogni  limite:  basta  considerare  il  logaritmo  deirespres- 
sione  proposta,  cioè  \\>{x)\og(p{x),  che  si  presenta  appunto  sotto 
la  forma  0.cx>. 


:«ii 


i  EBERGIZn  SULLE  FUNZIONI. 


1.  Qttàl*è,  per  z  crescente  cUPinfinito,  il  ìònUe  del  rapporto  di  {logxy  ai  i  ? 
Pel  teorema  di  THospital  si  ba 

li„  C!?if^  =  li„,p  (log,)P-i .  i  =,  li™  S?l?)!^  =p ,  Um  1  =  0 . 

X  XXX 

1 

3.  QwjiTè,  per  x  crescente  àffinfinito,  il  Umite  di  xì?  Si  ha,  sacoessiTaniente, 

i  ìogx  i  - 

lim logiB»  =  lim -^— =  0  ,    loglimaB*=0   ,    lìmaj*  =  l. 

X 

3.  Calcolare,  per  x  crescente  all'infinito,  il  Kmite  di 

m 

V{x-{-ai)(x  +  a^)  ...  (a; 4- a,)  — a?. 
Posto  x=  — ,  questa  espressione  diventa 


l/(l+a^ir)(l+a,£r)...(l  +  ang)— 1  . 

e 

Poiché  numeratore  e  denominatore  tendono  a  zero  simultaneamente,  è  applicabile 
fl  teorema  di  PHospìtaly  cioè  si  può  asserire  che  il  limite  deirespressione  proposta 
è  uguale  a  quello  di 

i^(l+a.*)(l+«.,)...(l  +  a„.)(j-^-  +  ^-^  +  ...  +  j^J 

per  z  tendente  a  zero.  Dunque 

* 
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4.  Similmente  il  teorema  di  THoepital  conduce»  per  a  tendente  a  Mro,  ai 
segaenti  risaltati: 

lim    ,__ =  hm         '       =i  —  ; 

^,    a;  —  seno;      ,.     1 — coso;      ..     iena;       1 

,.    20  —  dBena?4-fl;co8^      ,.    2  —  2co9a;  —  a;sen«      ,.    sen^  —  xtMX 

..     «8en£      ..     eeno;       1 

-.  .  jix      ,.        d?  ICS      ,.        d;  2 

limx  cot  -=-  =  lim  — --  coe-jr-  =«  lim 


2  wn^^        2  ^?|.       ir  ' 


limi  ^  — oot'arj  ==Iimj — f-cota?ì  ( cotd;j=lim(14-^ootd;)limj-j ^j 

£*sen«  24-^0010;      8  ' 

,.     a*  —  b»      „    a'ioffa  —  ft«lojf6       Iosa  —  loirò 

1^:= — ^  =  l*"::ir^ ai  \i  =  r^ r-S; 

^  —  aF  c*logc  —  d'Ioga      logc  —  Ioga 

lim =  lina  —  =—  \  . 

sena;  cosx 

lun '■ =- =  lim ^ =  hm ì-^ — ^ =  2; 

sen^  8en2d;  2cos2x 

v    logtgox         ,.      tg  a;  008*0;  ,.      Ben2a;       , 

um  ,    ^ —  =  a  umr-^ = —  =  a  lim — = —  ««  1  ; 

logtgo;  tgaxoos'od;  8en2aa; 

1 

-"*""  l^^l?  -^^"^  2x  +  ^ 

,.  1  e 

=  elim 


(2+6aj)(l+«)      2' 


_  1 1™ 2^+'^-2(l+»)l(.g(l+ar)_  e       x ~_ìog(l  +x) 
~4'"°  «>  +  :r'  -2">n-  3aJ;|.4ajr 

_«,.  1  _  e 

2        (6+12*)  (1+*)       Ì2' 

S.  Dóeutere  la  fìtiuitme  ^  per  x  variabile  da  0  a  -^CO-  Per  rodere  ciò  clie 
brenta  y^tO'  qnaDdo  x  tende  a  zero,  si  ponga  x=      e  si  faccia  crescere  i 

iirmfinito.  Yiene  y  =  — ,  limj/  =  0.  Per  x=^\,  è  y^l.  Per  x  cretcente 

all'infinito,  la  funzione  tende  (§2)  a  riprendere  il  valore  1.  Si  capìtce  dnnqne 
cbe,  qaando  x  varia  da  1  Bll'infinib),  la  funzione  deve  passare  per  an  minimo 
I.  Per  accertarsene  si  osservi  che  la  derivata 


y-  =  a:-     (1  -  log*) , 

pentiva  per  a;<e,  diventa  negativa  per  x>e.  La  funzione,  prima  crescente, 
decresce  poi.  Essa  raggiunge  danqDe  il  massimo  per  x  =  « ,  ed  il  valore  di  questo 

t 
musimo  è  e*.  Se  si  vuol  constatare  mediante  l'esame  di  y"  che  la  funzione  passa 
effettivamente  per  nn  massimo  e  non  per  un  minimo,  si  osservi  cbe 


Or»,  facendo  a:  =  e,  j*  =  «',  y'  =  0,  si  ottiene  »/"  =  —  «•      <0:  dò  basta  per 
asserire  che  t'  è  nn  massimo  di  a5. 


4.  Trocare  le  boti  dei  sistemi  di  logaritmi,  nti  gitali  può  eaiitere  un  loga- 
ritmo ugttaìe  al  numero  eorriapondente.  Sia  a  la  base  incognita,  e  vediamo  se 
\\  fiuiiione 

y  =  x  — Logx 

può  annallarsi.  Si  vede  che,  per  x  positivo  e  sufBcieutemente  piccolo,  come  per  x 
siffidentemente  grande,  y  è  positivo.  Perchè  questa  funzione  possa  annullarsi  è 
dsnqoe  necessario  e  sufficiente  che  il  sno  minimo  valore  sia  negativo  o  nullo, 
taie  minimo  è  determinato  dall'equazione 

y=*l £f  =  0. 

CnÌRo,  Anaiiti  algtlirica  15 
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Cosi  Tediamo  che,  per  x  <  Log  e ,  la  fonzione  decresce,  per  comineiare  poi  a  cre- 
scere a  partire  da  x^=aLoge,  Il  miDimo  Taloie  di  y  è  danqae 

Log*  —  LogLog«  =  Log  j— -  : 

perchè  sia  negativo  o  nallo  è  necessario  che  si  abbia  e  ^  Log  e,  cioè,  saccessi- 

▼amente, 

1  I 

l  ^  Log««    ,     a  ^  «•  =  1,444667  .  . . 

7.  A  quaU  eondiMìoni  debbono  9oddi»fare  i  numeri  p  e  q  affinchè  ti  trinomio 
x*  -|-  px  -^  q  ji  annnUi  per  tre  distinii  valori  reali  dt  x  ?  Perchè  la  fanzione 
yssx^^px-^-q  possa  annullarsi  tre  volte,  quando  x  varia  da  — 00  a  -j-00, 
è  ansitatto  necessario,  pel  teorema  di  Bolle,  che  la  derivata  y'sSo^-l-p  possa 
annullarsi  per  due  valori  reali  di  x:  ciò  esige  che  sia  p<0.  Sopponendo  sod- 
disfatta questa  condizione,  si  osservi  che  nel  primo  e  nel  teno  degli  intenralli 

(— .-l/^,).(-R7-l)'(R--) 

è  y'^O,  mentre  neirinter?allo  di  mezzo  è  y  < 0.  Dunque  y  non  può  annoi- 
larsi  che  una  volta  sola  in  ciascuno  di  questi  intervalli,  e  perchè  si  annulli  effet- 
tivamente in  uno  di  essi  occorre  e  basta  che  negli  estremi  prenda  segni  opposti. 
Siccome  poi  negli  estremi  deirinter vallo  di  mezzo  essa  prende  i  valori 


2pi/     P   .„         2pJ     "jp 


(rispetti varoente  massimo  e  minmo  nel  senso  assoluto),  è  prima  di  tutto  neces- 
sario, perchè  y  si  annulli  per  tre  distinti  valori  di  x,  che  il  massimo  ed  il  mi- 
nimo abbiano  segni  opposti,  cioè  che  si  abbia 

(-W-f+«)(W- !+«)<"    '     "'""    4p'  +  27a«<0. 

Questa  condizione  è  sufficiente,  perchè,  quando  è  soddisfatta,  ò  p<iO  necessarùb- 
mente,  e  la  funzione,  che  nell'intervallo  di  mezzo  è  decrescente,  prende  il  segno  — 
nell^estremo  sinistro,  il  segno  —  neirestremo  destro,  e  però  si  annulla  anche 
negli  altri  due  intervalli. 

8.  Con  un  foglio  rettangolare  costruire  una  scatola  di  volume  massimo.  Se  a 

e  b  sono  le  dimensioni  del  foglio,  ed  x  Taltezza  da  dare  alla  scatola,  il  volarne 
di  questa  è 

V  =  x{a  —  2x){b'-2x)  =  abX'-2{a  +  h)a^  +  4ai^. 
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Ponendo  aguale  a  zero  la  derivata 

F' =  aè  —  4(a  +  6)a:+ lar", 


si  ottiene 


O       ~       D 


La  derivata  seconda 

F"  =  — 4(a  +  6)  +  24a;  =  24fa?  — ?±-j 

diventa 

F"  =  :+:  4  Vc^—ab  +  ^  • 

Per  avere  il  masHmo  di  F  bisogna  dunque  ritenere  il  segno  — ,  si  deve  cioè 
prendere 

valore  sempre  compreso  fra  le  seste  parti  delle  due  dimensioni.  Del  resto'  Taltra 
soluzione  è  illusoriai  perchè  dà  un  valore  superiore  alla  metà  della  più  piccola 
dimensione. 

9.  Determinare  la  lunghezza  minima  dei  segmenti  che  i  lati  d'un  angolo 
reUo  staccano  suRe  infinite  rette  uscenti  da  un  punto.  Se  a  e  ò  sono  le  distanze 
<iel  punto  ai  lati  deirangolo,  un  segmento  qualunque  è 

ab 


cos(p       senq) 

in  funzione  delVangolo  q)  che  la  retta  corrispondente  h  con   uno  dei  lati  del- 
rangole  dato.  La  derivata  di  p  rispetto  a  (p  è 

,       asencp      &cos(p 
cos^q)        seircp 

Ponendola  aguale  a  zero  si  ottiene,  successivamente, 

Me 


tgq.=  (-*)*.    p=(«l  +  ^f. 


10.  Dimostrare  c?ie,  neWeìlisset  la  distanza  del  centro  ad  una  normale  qua- 
lunque non  supera  la  differenza  dei  semi-assi.  All'equazione  a*y'4-ò*a;*  =  a*6' 
si  può  soddis&re  ponendo  a;  =  acos(p,  y  =  &sen(p.  Il  coefficiente  angolare  della 
tangente  si  ottiene  derivando  Tequazione  della  curva: 

a^yy'  +  b'x^O    ,    y'  =  —  ^- 
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Il  coefficiente  angolare  della  normale  è 

1  a^y asen<p 

y'       b*x       ftcosq)  ' 

L'equazione  della  normale  è  dunque 

cioè^  ridacendo, 

axseiìfp —  &ycos<pe3s(a'  —  &')9en(pco8<p. 

Finalmente^  la  distanza  del  centro  alla  normale  è 

(a*  —  6*)  eenqp  coatp 

l/a'sen'q)  -j-  ^*cos*q) 

Ponendo  ugnale  a  zero  la  sua  derivata  rispetto  a  q>  si  ottiene 

(a'sen'q)  -f-  ft*co8*q|))  (cos'q)  —  8en*(p)  —  (a*  —  ft*)  senV  cos'cp  =  0 , 
cioè,  successivamente, 

a'sen*<p  —  6'co8*<p  =  0   ,    tgfp=y—  , 

limitandosi  a  considerare  il  primo  quadrante.  Per  questo  valore  di  q>  si  ha 

J     b  lA  à  ~  Vàb 


sen 


a'sen'©  +  o'cos'q)  =  -  ==aù    ,    p=  — j-  -.   sssa  —  b. 

^   '  a-\-b  ^        a-\-b 

11.  Dimostrare  che  la  luce  impiega  il  minor  tempo  possibile  quando  pas^ 
da  un  punto  ad  un  altro,  attraverso  due  mezzi  omogenei,  separati  da  un  piano. 
Siano  a  e  &  le  distanze  dei  punti,  che  si  considerano  nei  due  mezzi,  al  piano  di 
separazione.  Sia  q)  Tangolo  d'incidenza,  xy  l'angolo  di  rifrazione^  u  e  o  le  velociù 
della  luce  nei  due  mezzi.  Il  tempo  impiegato  nel  passaggio  da  un  punto  all'altro  è 

a  b 

t=  + 


uco8<p       t;cos^; 

Gli  angoli  qp  e  i(i  seno  fra  loro  legati  dalla  relazione 

atg(p  -\-  6tg^l  =  costante , 


t 


—  <.^9  - 
che,  derinta  rìapatto  a  ip,  dà 


parchi  t'  si  anantlì.  È  questa  appunto  la  Dotiasiioa  legge  di  rifrazione,  (coperta 
da  Carteaio,  e  preaentata  da  Format  e  da  Leibnitz  come  nn  eaeo  particolarìnimo 
della  lègge  nnÌTenale  di  risparmio  o  di  miDÌnia  azione,  che  regola  le  manifeata- 
lioai  dei  fenomeni  uatorali. 

13.  Dalla  teoria  delle  fanEioni  Cancby  lia  dedotto,  per  le  wrìe  a  terraini  poai- 
liri  deereecenti,  un  notefole  criterio  di  eotmtrgmua.  Bnpponiimo  che  il  termine 
generale  h.,  considerato  come  fiuizione  della  variabile  continua  n,  vada  sempre 
deoMcendo  qnando  h  cresca  all'infinito,  e  aia  /(n)  ana  finzione  primitiva  (XXXII, 
11,  e)  dì  N„.  Eridentemente  f{n),  che  ha  derivata  positiva,  cresce  insieme  ad  n, 
i  però  tende  ad  an  limite  finito  o  infinito.  Ora  si  noti  che,  in  virtù  del  teorema 
di  Lagrangia,  le  diSerenze  /(w)  —  /(n  —  1)  ed  f[n-\-\)  —  f{n)  sono  rispettiva- 
mente Dgoali  a  due  valori  dì  f{x)  per  due  convenienti  valori  di  x,  ano  inferiore 
e  l'altro  snperiore  ad  ».  Ne  segue 

/■(♦.  +  l)-An)<n«}<r(»)-A''-i); 


/(«  +  1> - fìl)< S,  < ^(n) -  AO) . 

Donqae  la  serie  eonsidtrata  è  convergente  o  divergente  secondo  che  f(n)  tende 
ti  un  limite  finito  o  tnftnito.  È  cosi,  per  esempio,  che  d  riesce  a  constatare  in 
onde  usai  rapido  la  divergenza  delle  serie  definite  dai  terraini  generali 


N   '   nlogn  '   nlognloglogn 

Baita  osservare  che  qaeste  faniioni  teodoao  a  zero  decrescendo,  quando  n  cresce 
iirinfinito,  e  che  ammettono  le  funzioni  primitire 

logn  ,   loglogn  ,    logloglogn 

ìDdefioitunente  crescenti  con  n.  ' 
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XXXIV.  FUNZIONI  DI  PIÙ  VARIABILL 


1.  Si  immaginino  n  variabili  a?,y,z»...,  indipendenti  fra  loro. 
L'insieme  dei  sistemi  di  valori  che  ad  esse  possono  attribuirsi  co- 
stituisce un  campo  ad  n  dimensioni,  di  cui  è  caso  particolare, 
per  n  =  l,  ciò  che  abbiamo  chiamato  iniervallo.  Se  ogni  sistema 
di  valori  delle  n  variabili  indipendenti,  appartenente  ad  un  certo 
campo,  determina  un  numero,  questo  dicesi  funzione  delle  n  va- 
riabili, definita  in  quel  campo,  e  si  rappresenta  con  f{Xjy,Zy...y 
Si  suole  anche  dire  che  la  funzione  è  definita  per  c^i  punto  del 
campo,  intendendo  per  punto  un  sistema  di  n  valori  particolari 
qualunque,  attribuiti  alle  variabili  indipendenti.  Le  proprietà  dimo- 
strate precedentemente  (XXIX,  XXX)  per  le  funzioni  di  una  varia- 
bile  si  estendono  facilmente  alle  funzioni  di  più  variabili  (*). 

2.  Oontinuità.  Quando  alle  variabili  indipendenti  si  attribuiscono 
gli  incrementi  Ao? ,  Ay ,  A^r , . . . ,  ne  risulta  per  la  funzione  l'in- 
cremento 

Ar=/'(^i7  +  Aj:',  2/  +  A1/,  z  +  Az  ,,..)  — fiocyv  ,z,..,) 

Si  dice  che  la  funzione  è  continua  quando,  facendo  simultanea- 
mente tendere  a  zero  gli  incrementi  Ao;,  A^,  A^,...,  senza  porre 
tra  loro  alcun  legame,  A/*  tende  sempre  a  zero.  Fissati  i  valori 
di  n  —  1  variabili  indipendenti,  f  può  riguardai'si  come  funzione 
della  rimanente  variabile.  Si  osservi  che  una  funzione  può  essere 
discontinua,  malgrado  che  sia  continua  rispetto  a  ciascuna  delle 
variabili  da  cui  dipende.  Sia,  per  esempio,  q)(^)  una  funzione  con- 


(*)  Vedi  il  Calcolo  differenziale  di  Gbnoccbi  e  Pbano  (p.  129). 
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tÌDua,  t|i(a7)  una  funzione  discontinua  per  ^  =  0,  e  si  supponga 
<p(0)  =  qi(O)  =  l.  Nel  punto  (0,0,0,...)  la  funzione 

considerata  come  funzione  della  sola  x,  è  continua,  perchè  si  riduce 
a  q>(ar)  quando  si  pongono  tutte  uguali  a  zero  le  variabili y,^»--- 
Essa  è  anche  continua  rispetto  zày^z,...  variabili  separatamente. 
Se,  invece,  x,y,Zy...  tendono  a  zero  variando  simultaneamente, 
la  funzione  tende  ad  un  limite  diverso  dall'unità,  diverso  cioè  dal 
valore  che  ha  nel  punto  (0,0,0,...),  se  v|i  presenta  una  disconti- 
nuità  ordinaria,  e  non  tende  ad  alcun  limite  se  la  discontinuità  di  v|i 
è  di  seconda  specie.  Dunque  la  funzione  considerata  è  discontinua. 

a 

3.  0«HìraUi  parziali.  Quando  la  f  si  considera  come  funzione 
della  sola  oo,  o  della  sola  y,  ecc.,  le  sue  derivate  successive  si  di- 
cono dertoate  parziali  rispetto  ad  a? ,  ad  y,  ecc.  Per  esempio,  le 
mezze  derivate  parziali  di 

(p(a?  ,y,z)=:  ao)^  +  &!/*  +  cz*  +  2fyz  4*  ^^^  +  2?iooy 
sono 

2  <P' «  =  «  »    2  ^"^  =  ^  .   2  ^""  "^  ^  '   2  ^"^"  ~  2  ^"-'* "^  ^'  •••  '  ^^^• 

Per  resistenza  delle  derivate  parziali  occorre  che  la  funzione  sia 
continua  rispetto  a  ciascuna  variabile,  ma  non  è  necessaria  la  con- 
tinuità complessiva  nel  senso  del  §  2.  Importa  notare  che,  nella 
ricerca  delle  derivate  parziali  successive,  l'ordine  in  cui  si  ese- 
guono le  derivazioni  non  influisce  sul  risultato,  purché  le  fun- 
zioni che  successivamente  si  ottengono  siano  continue.  Per  di- 
mostrar ciò  basta  evidentemente  limitarsi  al  caso  di  due  soie 
derivazioni,  e  far  vedere  che  il  risultato  f'^^y  ottenuto  derivando 
una  funzione  f  prima  rispetto  ad  x,  poi  rispetto  ad  y,  mentre  si 
mantiene  fissa  ogni  altra  variabile,  è  uguale  al  risultato  f^y^  cui 


si  perviene  derivando  f  prima  rispetto  ad  y,  poi  rispetto  ad  .r.  Si 
consideri  l'espressione 

f{x-\-i:^,V-ir£iy)~r(x-\-ÙLX,y)~f{x,y-\-£^y)+f{x,v)   (!) 
Se,  fissati  ^x  e  ^y,  si  pone 

v{oo.y)  =  f{x,y-\-ù.y)  —  r(,x,y), 
all'espressione  (i)  si  può  dar  la  forma 

(p{a;  + Aj;,  y)  —  tp[x ,  y)  =:  ù^  .^'^{x  -\-Q^x ,  y) 
=  Ax  [fJix  +  eia; ,  y  -\-  Ay)  —  f,'{x  -(-  6Aa; , ,'/)] 
—  AxAy.r'Ttix-\'QAx,y-\-e'Ay],  ' 

rappresentando  con  6  e  9'  due  numeri  convenientemente  scelti  (n  0 
ed  1.  Ora  ai  vede  che,  se  la  finzione  f'^,  è  continua  nel  punto 
{x,y).  il  suo  valore  in  questo  punto  rappresenta,  per  Ax  e  ^v 
tendenti  a  zero,  il  limite  del  quoziente  dell'espressione  (1)  per 
AxAy.  Con  un  ragionamento  simile,  che  non  è  necessario  ripetere, 
sì  dimostra  che  il  medesimo  limite  è  uguale  al  valore  della  fun- 
zione rV  n^'  putito  che  si  considera,  purché  (')  in  questo  punto  ta 
(unzione  stessa  sia  cimtinua-  Dunque  r'*i  =  TV  ■ 


4   rm 

le  variabili  u,v,io,...  non  sono  indipendenti,  ma  sono  invece 
funzioni  d'una  stessa  variabile  indipendente  x,  anche  y  è  funzione 
della  sola  x,  benché  apparisca  come  funzione  di  più.  variabili-  In 
tal  caso  si  dice  che  y  è  una  funzione  composta,  ed  u,v,tD,.-- 
sono  ie  funzioni  componenti.  Dimostriamo  che,  se  le  derivale  par- 
ziali prime  dì  f  sono  continue,  e  se  esistono  le  derivate  prime  delle 
funzioni  componenti,  la  derivala  delia  funzione  è  ugucUe  alla 
somma  delle  derivate  parziali,  oltenute  applicando  la   regola 
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(XXXI,  5)  per  la  derivazione  deUe  funzioni  di  funzioni.  Limitan- 
doci al  caso  di  dae  funzioni  componenti  scriviamo 

ùky  =  f(u  -f*  Aw ,  V  4"  Av)  —  f(u  ,  «) 
=  [Att+Au,t?+At;)  — r(w  +  Aw,v)J  +  [/'(t*  +  Aw,t?)  — /'(t«,t?)], 

ed  osserviamo  che,  pel  teorema  di  Lagrangia  (XXXII,  10)  si  ha 

f(u  -f-  Au ,  t?)  —  f(u,  V)  —  Aw  .  ruiu  +  GAw ,  v) , 

/'(w  +  Aw ,  V  +  Ar)  —  Aw  +  Aw  ,v)  =  /^v.  f\  (w+Au ,  t?  +  9'At?), 

con  6  e  6'  compresi  fra  0  ed  1.  Ne  segue 

m 

poi,  passando  ai  limiti,  e  tenendo  presenti  le  ipotesi  fatte, 

1/  =  uTuiu ,  V)  +  v'f\{u ,  V) .  (2) 

5.  Osservazioni  i  aj  L^ultima  relazione  sussiste  evidentemente 
quando  una  sola  delle  derivate  parziali  è  discontinua,  purché  sia 
continua  rispetto  alla  corrispondente  variabile. 

bj  La  regola  (2)  include  come  casi  particolari  tutte  le  r^ole 
di  derivazione  precedentemente  (XXXI)  dimostrate.  Se,  per  esempio^ 
si  ha 


y  =  u-^V  ,    UV  , 


u 

V 


si  ha  pure,  rispettivamente. 


e  la  relazione  (2)  diventa 

cj  Inoltre  la  regola  (2)  permette  di  ottenere  direttamente  le 
derivate  di  certe  fiinzioni,  per  le  quali  si  è  dovuto  precedentemente 
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(XXXI,  13)  ricorrere  a  particolari  artiflcii.  Cof 
derivata  dì  y  =  af,  basta  considerare  successiv 
variabile  ia  x  base  o  la  ;r  esponente,  derivare 
tati,  dimodoché  si  ha  subito 

y'  =  a;  .af^'  -{'a!'\ogx  =  cc{l-\-ì 
Più  generalment«,  se  u  e  v  sono  funzioni  di 


y'  —  CU'-' .  u'  -\-  u'v'  logu  =  w"  (  o-  -|- 
8.  Oarivaslon*  dei  rfetorMlnantl.  Se  il  d 


Wlt-. 

.  .«1, 

M-l 

u^.. 

.  .M. 

si  considera  come  fanzione  dei  suoi  n*  elementi 
ziale  di  y  rispetto  ad  u.^  è  ugnale  al  corrisponi 
algebrico  v,),  perchè  si  ha 

y=:Ui,Uiì+Uau.t+  ■  ■  •  +«,,1 
ed  il  solo  termine  che  contenga  «,j  è  ììhm,:.  li 
dente  da  u«.  Dunque 

Se  poi  tutti  gli  elementi  sono  funzioni  d'una  sh 
derivata  del  determinante  y  rispetto  ad  x  è,  in  vii 

y'—^u'ifU,,=^(u'ii\}ìi+tt',iìh,  +  .. 


1  è  chiaro  che  si  può  scrivere 

t'u    Uit-.-Uln      +   |«ll    U'i,  ...«1, 

e'd  Uk  . . .  ut„         Wji  w'u  . . .  u«- 


I  U,t  M  -s  ■ 


+  ...+ 


'■  Sodo  paitioolàrroeiite  ìmportaDti,  in  certe  applicaiìoni,  i  de- 
iani.  Qowti  hanno  la  prima  vertìotle  co«tÌtQÌta  da  fnnzionì 
rsrìabìle  x,  meDke  le  Terticalì  segaenti  sono  formate  dalle 
delle  medesime  funzioni.  SU 


I  U,     W,     U"n  .  .  .  M-l"-*'     «m' 

ìtmìnanti.  La  derivata  prima  si  rìdnce,  per  la  regola  (8),  al- 


y'  ■-  i  "i    ^i 


. . .  «,("-^1    «il") 

...W,l-'l     «,!-) 


I  dt  Lagran^ia  si  estende  fàcilmente  alle  funzioni 
,  dotate  dì  derivate  parziali  continue.  La  funzione 

ne  finzione  della  sola  t,  ammette,  per  quanto  si  è 

a  derivata 

r,{x  +  (Aar ,...)+  Ai/  ■  r,  (a;  +  f Aie  ,...)  -i-  ... , 


ftltra  parte  è  noto  che,  attribuendo  a  (  un  conveniente  valore  9, 
[>reso  fra  0  ed  1,  si  ha 

F(l)  — f(0)  =  J"(6). 

f{x-\-Ax,  y  +  ^v.  Z  +  Ù3,...) 
ir,  i/,...)+Aa:r.(ic-f6iic.-..)  +  Ay.r,(a;  +  eAic, ...)+-..  (4) 


Deriwaxlsn*  dell»  fanzlonl  implletto.  Limitiamoci  al  caso 
semplice  d'una  relazione  tra  due  variabili 

n^.y)  =  o  (5) 

«serviamo  che,  applicando  la  regola  (2),  si  ottime  subilo  la 
zione 

f'.{!r,y)  +  y'r,{a!,y)  =  Q, 

ì  quale  si  deduce,  quando  Ti^O.  il  valore  di  ^;  ma  nel  for 
sì  viene  tacitamente  ad  ammetiere  resistenza  di  y',  mentre 
a  ci  autorizza  ad  asserire  a  priori,  non  solo  che  i/'  esista,  ma 
meno  che  y  possa  riguardarsi  come  funzione  (XXIX,  1)  da  x. 
avia  queste  affermazioni  sono  lecite.  Sia  infatti  (a ,  b)  una  coppia 
lunque  di  valori  di  a;  e  di  y,  soddisfacenti  alla  (5),  e  suppo- 
00  che,  per  x  ed  y  variabili  rispettivamente  negli  intervalli 
-A,a+A)  e  (6 — ft  ,6  +  *).  s'sno  continue  le  funzioni /".  ed  Z',. 
poniamo  ancora  che  A  e  ft  siano  stati  presi  sufficientemente 
oli  perchè  f^  conservi  sempre  il  segno  di  /*,(«,&)  §0:  ciò  è 
ibile,  per  la  continuità  stessa  di  f^  È  poi  chiaro  che«  in  forza 
B  ipotesi,  il  rapporto  di  f,  ad  /^,  non  può  diventare,  in  valore 
luto,  arbitrariamente  piccolo,  e  però  esiste  un  numero  positivo  a, 
che,  variando  ;r  ed  ^  nei  rispettivi  intervalli,  è  costantemente 

\r,[x,y)\>a\r.{o^,y)\. 

\,  che  si  può  prendere  piccolo  quanto  si  vuole,  è  inferiore 

s,  si  ha 

h \r.io: ,  y) I  <  ';a I r.(!^ ,  f) !  <  A |  r,(ir ,  y) \ , 
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6  però  nella  forinola 

f(a±h,b±h) 

=  ±hrx(a±Qh,b± Qk)  ± kf'y(a ± 9^ ,  & ± Oft)  (6) 

che  si  deduce  dalla  (4)  tenendo  presente  che  /1(a,6)  =  0,  il  valore 
assoluto  della  prima  parte  del  secondo  memhro  è  inferiore  al  va- 
lore assoluto  della  seconda  partOw  Dunque  il  segno  di  f{a±:hfb±h) 
è  quello  di  +  hry((i ±^à,b±Qh),  e,  siccome  il  segno  di  T,  non 
camhia,  si  vede  che,  fissato  per  a)  un  valore  a  +  hj  i  valori  di 
f{x ,  y)  corrispondenti  ai  valori  b  —  k  e  b-^h  ài  y  hanno  segni 
opposti.  Qui  si  noti  che,  quando  si  assumono  per  h  valori  sempre 
più  piccoli,  k  si  può  lasciare  invariato.  Ora  la  funzione  f{Xyy)y 
considerata  come  funzione  della  sola  y,  è  continua,  perchè  ammette 
la  derivata  fy.  Essa  è  dunque  nulla  per  qualche  valore  di  y  ap- 
partenente all'intervallo  {b — k ,b-{'k)  giacché  negli  estremi  prende 
9&gù\  opposti.  Del  resto,  essa  non  può  annullarsi  più  d'una  volta, 
perchè  la  derivata  conserva  invariato  il  segno,  e  però  la  funzione 
cresce  sempre  o  decresce  nel  detto  intervallo.  È  dunque  vero  che, 
fissato  arbitrariamente  un  valore  di  .r,  esiste  uno  ed  un  sol  valore 
di  y,  per  cui  è  vera  la  (5)  fra  i  limiti  considerali.  Fra  i  limiti 
stessi  la  relazione  (5)  definisce  dunque  una  funzione  2/  di  a;,  e 
questa  funzione  ammette  la  derivata,  perchè  dall'annullamento  del 
secondo  membro  di  (6)  risulta,  per  h  tendente  a  zero, 

lim  ±A  —  _  lim  ^'(?L±  ^'^  '_*  -t  ®*)  _  _  f-i^  >  *) 

per  ogni  coppia  di  valori  a  e  &,  rispettivamente  compresi  negli 
intervalli  nei  quali  si  avverano  le  condizioni  dell'enunciato. 

10.  Funzioni  omogenee.  La  funzione  f(x ,  2/ ,  ^ ,  .  .  .)  si  dice 
omogenea,  di  grado  m,  se  si  ha  identicamente 

f[ix  ,ty,tz,,..)~  t^^fix  ,i/,Zy.'..)  (7) 

Per  esempio  ax*  -\-  2bxy  +  cy^  è  funzione  omogenea  del  secondo 
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grado.  Sono  omogenee,  dei  gradi  0,  »,  — 1,  rispettivamente,  le 
funzioni 

Si  noti  che  le  derivate  parziali  prime  d'una  funzione  omogenea 
di  grado  m  sono  funzioni  omogenee  di  grado  m  —  1.  Infatti,  de- 
rivando la  (7)  rispetto  ad  iv,  poi  dividendo  per  t,  viene  appunto 
Teguaglianza 

che  differisce  dalla  (7)  solo  pel  cambiamento  di  f  in  f^  e  di  m 
in  m  —  1. 


11.  Teorema' di  Eulero  i  La  somma  delle  derivate  parziali 
prime  d'una  funzione  omogenea^  moltiplicate  per  le  rispeitice 
variabili,  è  identicamente  ugvuile  al  prodotto  della  funzione  pel 
suo  grado. 

Dalla  (7)  si  deduce 

'^  f(tJc  ,  ty  ,  tz  ,..,)=  f(x  ,  y  ,  z  ,.,.),  (8) 

Derivando  rispetto  a  ^  si  ottiene 

~[xrAtoo,..,)  +  yry{tv,...)  +  ..,^—j^J(tx,ty,,.,)  =  0,   (9) 

quindi  per  t=^i , 

xfAx ,  2/ , . . .)  +  yf\{'i^  ,«/,...)  +  .•  '  =  mf{x ,  2/ , . . .) .    (10; 

Questo  è  il  teorem/i  di  Eulero.  Osserviamo  che,  sostituendo  ad 
.c^y ,z, . ,  ,f  neireguaglianza  (10),  rispettivamente  tx ,  ty ,  tz ,...y 
e  dividendo  tutto  per  <'"+^  si  ricostituisce  l'eguaglianza  (9),  la  quale 
esprime  che  la  derivata  del  primo  membro  di  (8),  rispetto  a  ^,  è 
uguale  a  zero,  cioè  che  questo  primo  membro  è  indipendente  da  t. 
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ed  è  perciò  sempre  uguale  al  valore  che  assume  per  ^  =  1 .  In  tal 
modo  si  ricade  sulla  (7),  cioò  sulla  definizione  stessa  deiromoge- 
neità.  Dunque  il  teorema  di  Eulero  caratterizza  le  finzioni  omogenee. 

12,  EsereislOs  Verificare  il  teorema  di  Salerò  per  la  fonzione  ^  -| 1-  — 

ETidentemente 

poi  xfx  -f-  yf^  -h  'A  =  0.  Similaiente,  per  la  funzione 

si  ottiene 

^  _    2*  y'  ^*  /*  _    2.V  -f* i^ 


y4-«     («+«)•     (as+y)»  '  "     «  +  «     («+»)•     (y  +  «)*' 
-         a»  «*        '     y* 

^' "  iTy  ~  (y+^  -  (H^^  ' 

poi 


XXXV    SERIE  DI  FUNZIONI. 


1.  Diremo  che  una  serie,  i  cui  termini  sono  funzioni  di  ^,  ha 
una  proprietà  (per  esempio  è  convergente,  assolutamente  conver- 
gente, ecc.)  neirintervallo  (a,  &),  quando  ha  la  detta  proprietà  per 
ogni  valore  di  x  appartenente  all'intervallo  considerato.  Ciò  pre- 
messo, se  la  serie  di  funzioni 

uSpò)  +  Uj(.t)  +  113(0?)  +  . . .  (1) 

è  convellente  neirintervallo  (a ,  6),  vuol  dire  che,  dato  €  positivo 
e  piccolo  ad  arbitrio,  si  può,  per  ogni  valore  di  x  compreso  in  {a ,  &), 
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trovare  un  numero  v,  tale  che  rimanga  sempre  inferiore  ad  e  il 
valore  assoluto  di  R^,  quando  n  supera  v.  Se  riesce  possibile  de- 
terminare V  indipendentemente  ^  x,  la  serie  dicesi  uniforme- 
mente  convergente.  In  altre  parole,  se  per  v  si  immagina  scelto  il 
più  piccolo  valore  possibile,  si  può  dire  che  v  è  una  funzione  di  oc, 
definita  neirintervallo  (a ,  &).  Se  questa  funzione  è  finita  (XXIX,  5) 
nei  detto  intervallo,  essa  vi  ammette  (XXIX,  7)  un  limite  superiore, 
e  la  serie  converge  uniformemente  ;  ma  può  anche  darsi  che  v  non 
sia  finito  nell^ntervallo  considerato,  dimodoché  riesca  impossibile 
assegnare  un  valore  di  n,  lo  stesso  per  tutti  i  valori  di  x,  a  par- 
tire dal  quale  ,  Rn{oc)  \  resti  inferiore  ad  e.  Ciò  accade,  per  esempio, 
quando,  facendo  convenientemente  variare  x  insieme  ad  n^  si  riesce 
a  far  si  che  il  resto  Rn{oo)  non  tenda  a  zero.  Con  questo  mezzo  si 
può  facilmente  constatare  la  non  uniforme  convergenza  di  molle 
serie. 

2.  Esempli*  La  serie 

(T-?)+(?-|)  +  (f-?)+ <« 

è    uniformemente   convergente   neirintervallo  (0,1),   perchè,  preso   v  =  -,  il 

resto  — -r-T  rimane  inferiore  ad  €  quando  n  supera  il  numero  v^  indipendente 
fi  -\-  1 

da  X.  Invece,  la  serie 

(1  —  x)  +  x(ì  —  x)  +  x^{l  -  x)-^ (3) 

convergente  nel  medesimo  intervallo,  gli  estremi  inclusi,  non  converge  uniforme- 
mente. In£fttti  il  resto  è  a;",  se  x  <[  1 ,  e  non  è  possibile  fissare  v  in  modo  che, 
per  n  >•  V,  sia  «*  <  €  per  ogni  valore  di  x,  giacché,  prendendo  1  —  x  sufficien- 
temente piccolo,  si  riuscirà  sempre  ad  avere  ^'*>>€,  per  quanto  grande  sia  n. 
Similmente,  per  x^O^  la  serie 


X  t  X  .  X  • 


(l+a:)(l+2a:)  '    {l  +  2x){ì  +  ^x)    '    (1 +  3a:)(l +4a?) 
è  convergente,  perchè  la  somma  dei  primi  n  termini  è 

1^ 1 

i-X-x       l  +  (n+l)x' 
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<d  lu  per  limite  .— p-    qntiido  n  creece  all'infinito  ;  ma  esaa  non  coaT«rge  uni- 

formamento,  pereliè  il  resto  diventa  aguale  ad  ^  qoando  si  pone  x=  -  r-:  ,e 

l  n  +  l 

questi)  TBlorè  appartiene  ad  ogni  interTallo  cbe  ha  0  per  estremo  sinistro.  La 
medennia  sene  converge  invece  nnìfòrmemente  io  ogni  intervallo,  il  cni  estremo 
nsistro  a  è  positivo,  perchè,  dato  e  positivo  ed  arbìtrarìftinente  pìccolo,  basta 

pnndeK  m  -|-  1  superiore  ad ,  Damerò  indipendente  da  x,  per  essere  àcori 

che  riaseirà  e  resterà  inferiore  ad  e  il  resto  «•■«■.  Finalmente,  la  somma  dei  primi 
n  termini  della  serie 

(a  —  TX-^)  +  (iC«-''  —  ace-"')  -f  {2»-»^  -  Sw-»"*)  + . . .  (4) 

èi  — mee-"^,  e  tende  ad  «  per  n  crescente  all'infinito.  La  serie  converge  doniice, 
ma  non  aniformemente,  perchè,  posto  «  ^  -  ,  il  resto  iìxt~'"  diventa  e'",  e 
non  tende  a  zero. 

3.  Tc0p«ma  I  Una  serie  di  funsioni  converge  assolutamente 
ed  untformemenie  se  converge  to  serie  formata  dai  limiti  supe- 
riori -Jet  valori  assolui  -'c*  termia' 

Se  X.  è  il  limite  superiore-  di  |  Un(a;)  \  nell'intervaUo  {a ,  &),  la 
serie  «1  -|-  M,  +  tt, . .  .  converge  assolutamente  per  tutti  i  valori 
di  X  SDwrtenentJ  ad  (a ,  b),  perchè  i  suoi  termini  non  superano, 
'ispoDdenti  termini  della  serie  X,  -|-  X,  -)-  X,-|-..., 
gè  nell'intervallo  considerato.  Inoltre,  fissato 
positivo  e,  esiste  sempre  un  numero  v,  tale 
-|-)W*+...<€.  A  foriiori  sarà  iff,(ir)|<£ 
iperiore  al  medesimo  numero  v,  indipendente 
W|  +  tt,  -|-  Kj . . .  converge  uniformemente. 

i  valori  assoluti  dei  termini  d'una  serie 
fii/brmemente  convergente,  converge  anche 
toluiamenle  la  serie  ottenuta  moltiplicando 
ermtnt  della  serie  proposta. 
...  la  serie  data:  siano  r,,r;,rj,...  funzioni 
.,bi,  cioè  tali  cbe  i  loro  valori  assoluti  non 
lero  A.  La  serie  «,«,+«,«,  +  1*3^3  +  ..  . 
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conver^  assolutamente,  perchè  i  valori  assoluti  dei  suoi  t«^ìni 
non  superano  i  corrispondenti  termini  delia  serie  conYBPirente 
I  u,  I  +  1  u,  I  -f-  . . . ,  moltiplicati  per  A.  Dato  ad  arbitrio  ti  numero 
positivo  E,  sì  può  sempre  trovare,  per  ipotesi,  un  numero  v,  indi- 
pendente  da  x ,  tale  che,  per  n  >  v ,  riesca  i  tu+i  '■  +  !  «iM-t  I  +  ■  ■  - 
inferiore  ad  ^ ,  ed  a  fortìori  sia 

Dunque  la  serie  u,o,  +  «,c,  -(-  «j*'s  +  ■  ■■  converge  uniformemente. 

B.  Corollario.  Se  le  u  si  suppongono  costanti,  si  vede  che  fa 
serie  ottenuta  motttpHcando  i  termini  d'una  serie  assotutainente 
converpenie  a,  -|-  a,  +  a,  +  , . .  per  funzioni  finite  in  un  dato  te- 
tervaUa  è  assolutamente  ed  uniformemente  convergente  nell'intei-- 
vano  stesso.  In  particolare,  è  assolutamente  ed  uniformemente 
convergente  la  seriea,a--f-a,ar'+aj3;'  +  ...  nell'intervallo  ( — 1,1). 
Lo  stesso  può  dirsi  della  serie 

a,coa{b^x)  4-a,cos{6,.r)4-ajC09(6g^)  +  . . . 

in  (^ni  intervallo,  qualunque  siano  i  numeri  &, ,  A,,  ò,,...  :  ecc. 

6.  Tooroma  III.  Se,  per  x  =a,  /  termini  d'una  serte  untfor- 
m^mente  convergente  tendono  a  limiti  finiti,  anche  la  somma 
della  serie  tende  ad  un  Umile  finito,  uguale  alia  somma  dei  litrUti 
dei  termini  ('). 

aj  Si  considerino,  per  fissare  le  idee,  i  limiti  a  destra  di  a,  e 
si  stacchi  un  intervallo  arbitrariamente  piccolo  {a,a  +  li)  dall'io- 
tervallo  in  cui  la  serie  convei^  uniformemente.  In  forza  di  simile 
convergenza,  dato  e  positivo  ed  arbitrariamente  piccolo,  è  sempre 
possibile  determinare  v  in  modo  che,  per  n  >  v,  si  abbia 


|ff„(^)|<^    ,    |A.(a;")|<|  , 


n  Cfr.  SZIX,  11. 


e  quindi 
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i?n(^'>— A.Gr") 


< 


2€ 


per  due  valori  qtuzlunque,  x*  ed  x'\  appartenenti  alUnter vallo 
(a ,  a  +  h).  Fissato  n ,  e  posto 

S{X)  =  Sn{x)  +  RniX)    , 

si  osservi  che,  quando  x  tende  ad  a,  Sn{x)  tende  ad  un  limite 
finito,  uguale  alla  somma  dei  limiti  di  u^,u^,.,.,Un,  e  però  si 
può  sempre  far  impicciolire  h  sufficientemente  perchè  si  ahbia 


Sn(x')  —  SAX'') 


<l 


Per  conseguenza 


1  S(X')—S{X'')  I  <  I  Sn(x')  —  Sn{af'ì  \-\-\Rn{X')—Rn(X")  |  <  €  , 

per  ogni  coppia  di  valori  di  x'  ed  a;"  appartenenti  ad  (a,a-^h). 
Dunque  S{x)  ammette  (XXIX,  12),  per  x  =  a-\-0,\m  limite  finito 
e  determinato  S(a  +  0). 

bj  Resta  da  far  vedere  che  questo  limite  è  la   somma  della 
serie  formata  dai  limiti  dei  termini  della  serie  data.  Si  ha 

n  n 

S{x)  —  ^Ui{a  +  0)  =  ^\ui{x)  —  Ui{a  +  0)^  +  Rn(x).     (5) 


Dato  €  positivo  e  piccolo  ad  arbitrio,  esiste  un  numero  v,  tale  che, 

per  n  >  V,  è  sempre  |  Rnix)  \  inferiore  ad  ^  per  (ulti  i  valori  di  x 

appartenenti  ad  (a,  a  +  /i).  Fissato  n,  si  faccia  tendere  x  ad  a. 
Poiché  Ui{x)  tende  ad  «.(a  +  O),  si  ha,  per  h  sufficientemente 
piccolo. 


n 

^j «,(«;) -u<(a  +  0)j   <*  , 


e  però,  in  virtù  di  (5) , 

Quindi,  osservando  che  anche  S{.x)  —  S{ 
valore  assoluto,  inferiore  ad  „  , 

^  S(a  +  Ot  —  S (.r)   +  5(a:)  — ] 

Dunque 

S  (a  +  0)  =  tt,  (a  +  0)  +  «,  (a  +  0) 

7.  ToorsHia  IV.  Se  una  serie  <U  fun. 
uniformemenle,  la  somma  delia  serie  è  x> 
InfotU 

S(d)=y  Ui{a)   ,    S{a±0]  = 


m='^ 


In  virtù  della  continuità  del  termini  si  hi 
S(a)=Sia±0).  Dunque  S(cc)  è  una  fun 

8.  OBBervaziona.  Una  funzione  discot 
sontabìle  mediante  una  serie  uniformement 
continue.  Per  esempio,  la  somma  della  sei 
continuità  ordinaria  a  sinistra  di  x^l,  i 
che  la  serie  non  converge  uniformemente 
non  bisogna  credere  che,  inversamente,  li 
forme  sia  indizio  di  disconlinuiià  per  la 


*it 


l** 
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esempio  la  serie  (4)  ha  per  somma  la  funzione  continua  x ,  benché 
non  sia  uniformemente  convergente. 

9.  Tsorema  V.  Se  le  derivate  dei  termini  d^una  serie  conver- 
gente di  funzioni  formano  una  serie  uniformemente  convergente, 
la  somma  di  questa  serie  è  la  derivata  della  somma  della  serie 
primitiva  (*). 

Limitandoci  a  considerare,  per  esempio,  le  derivate  destre,  osser- 
viamo che,  se  a  appartiene  airìntervallo  in  cui  si  avvera  Tuniforme 
convergenza,  purché  si  escluda  Testremo  destro,  si  può  prendere  h 
sufficientemente  piccolo  perchè  a-\-h  appartenga  al  medesimo  in- 
tervallo, ed  allora,  dato  €  positivo  ed  arbitrariamente  piccolo,  si 
può  sempre  trovare  un  nunaero  v,  indipendente  da  oo,  tale  che 
per  n^v  sia 


n  +  l 


<|. 


per  tutti  i  valori  di  x  appartenenti  ad  (a ,  a  -f-  h).  Ne  segue 


u'i  (x) 


+ 


00 

z 

n  +  l 


u\{x) 


< 


Intanto  si  osservi  che  si  ha,  impiegando  il  teorema  di  Lagrangia, 


n 

1 


iHÌa-\-h)  —  Ui{a) 


-u\(a)l 


S 


Fissato  V  nel  modo  precedentemente  accennato,  ne  risulta  anzitutto 


^\u\(a-\-Qh)-u\(a) 

v  +  l 


€ 

2  ' 


(•)  Cfr.  XXXI,  6. 


poi,  osservando  che 


lim 


«t(a  +  A)-».(a)_ 


si  può  far  impicciolire  A  sufflcìentemei 


Ne  risulta 


i  h 


per  n  arbitrariamente  t^raode  ed  A  > 
Ora,  fìssati  v  ed  A,  si  faccia  crescere 
forza  della  convergenza  delle  due  serii 


o  +  h)- 


m_^ 


quindi 


S'(a)  =  u\(a)-\-u\(a)- 

10.  Osacrvulone.  Il  teorema  pre< 
vergenza  uniforme  della  serie  derivata 
affermare  che  la  derivata  della  serie 
alla  somma  delle  derivate  dei  termini. 
è  necessaria,  perchè  esistono  serie  chi 
a  termine,  benché  non  sia  uniformemei 
derivate  (').  È  facile  poi  dare  un  esera 
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lecita  la  derivazione  termine  a  termine.  Così  la  serie  (2)  ha  per 
somma  x:  si  ottiene,  derivando,  la  relazione 

1  =  (1  —  ^)  4-  (0?  —  a?»)  +  (a?*  —  a;»)  + . . . , 

inesatta  per  x  =  ì.  Ciò  è  dovuto  alla  non  uniforme  convergenza 
della  serie  del  secondo  membro. 


11.  Funzione  di  Volerstrass«  Un  noteyole  esempio  di  oonvergeuBa 
uniforme  si  ha  nella  serie 

f{x)  =  cosno;  -|-  òcosiroo;  +  è'cotira'a;  +  ò*C08fia'«  + . . . , 

in  eoi  I  &  K  1.  La  serie  converge  uniformemente,  perchè  (§  5)  ottenuta  moltipli- 
cando i  termini  della  serie  1  -f-  &  -h  ^'  4~  -  •  •  >  assolutamente  convergente,  per  fun- 
zioni i  cui  valori  assoluti  non  superano  mai  Tunità.  Queste  funzioni  sono  anche 
continue,  e  però  (§  7)  ò  continua  f{x).  Ora  vogliamo  dimostrare  che,  per  a  e  ò 
convenientemente  grandi,  ìa  funsUme  f(x),  benché  sempre  continua^  non  ammette 
derwata  per  nesetin  valore  di  x. 

a)  Determiniamo  antitutto,  dopo  aver  fissato  x,  una  successione  Qq  ,  Oj ,  o^ , . . . 
di  numeri  interi,  positivi  o  negativi,  tali  che  le  differenze 

a;  —  Og  ,  ax  —  a^  ,  a^x  —  Oj  ,  o^x  —  Og , . . . 

cadano  tutte  neirintervallo  [  —  -^  ,  ^  J  ,  escluso  Testremo  sinistro  ed  incluso  il 
destro.  Poniamo 

_  On—  1         -         Ow  +  l 

dimodoché 

1  8        1  3 


Se  a  ^  3 ,  si  ha 


<      8     <    1    ^ 


e  però 

^0  <  ^1  <  «8  <  «8  < lima;,  =  x. 


n  se  OD 


Similmente 


Eo  >  E,  >  Ej  >  E,  > lim  En  =  x. 

n  =  X 


Mnaidarino  sacoeMiTameato  i  dae  rapporti  ìnerameatali,  siDutro  e  destro, 

x  —  x,        '        !■— • 
Il  rapporto  incremenUle  «inìatTo 

x  —  x^      ™Zj  a:  — «- 


a*  («  —  ai,)  "^  Zj  X  —  oc 

prima  gomma  ei  ouerrì  che 

M(iM-«)-coB(ira'«.)  =  -2«n(na'*:^*^J8er  La'^-^j  , 
oa»(itme)  —  ewiira'a;,)      _  /      .x  +  xA*^^i^'^^     } 

i  i  valori  a«*oliitJ  di  mdx  e  — —  non  saperano  mai  l'anità,  bì  vede  che 

e  assolato  dell'oltimo  rapporto  considerato  non  sopera  «.  Ne  aegne  che, 
indo  anche  b  positiro,  la  prima  delle  somme  (6)  è  inferiore,  in  Talore  ai' 

i6  dnnque  prendere  la  forma       _    (aày.  con  e  compreso  fra  —I  ed  1. 
Quanto  all'altra  somma  (6)  ai  oeaervi  che 

iro^+^a;)  —  C03(iwrH jEb)  =  —  cos(itO'^Hi„)  I  —  ms  (iia*H(a!  —  «,)) 

—  8en(ira^+'»,)seD(ita'^(ir— X,)). 
ti  «oppone  che  a  sia  un  mlero  ditpari.  l'arco 

ita'^x,  =•  Ttaf  .  a-x.  =  ira'  (o«  —  1) 


e  Oa  ^  disparì  o  pari.  Ne  segue 
l— c«(THi--H(a;  — a^.))ì. 


tutti  politivi  0  nnlli.  Il  primo  è 

-.  Il  ano  coseno  è  daDqne  nativo 
il  aamentore  non  ìatmon  alla 
QOD  è  inferiore  a   ^  .  A  fortioti 

'espreanone  (?)  putì  metterai  sotto 


('+;■) 


Itra  parte,  creaceodo  ti,  (06)"  ol- 

neotale  sinistro  cresce  indefinita- 
dipeodeiite  tende  ad  x  percorrendo 


e)  Dn  »lcolo  del  tatto  umile  ai 

9  k'  saper»  l'unità,  e  9'  è  compre^ 
sentale  destro  cresce  indeflnittment 
irarìo,  per  ogni  Talore  dì  n,  a  qael 
tende  ad  x  percorrendo  la  taccess 
trita  dal  Wiener  la  poMibilità  di 
>orti  incrementeli  tendano  a  qnalri' 


XXXVI.   FORMC 


.  Sia  f{x)  una  funzione,  dotai 
0  valore  di  x.  Ia  definizione 

gerisce  dì  porre 

AiB  +  A)  =  A«) 

presentando  con  p,  una  qua 
le  a  zero.  Poi  si  è  naturalmc 
I,  ad  h.  Pel  teorema  di  l'Hosi 
lefinìzione  di  t"{ai),  si  ha,  qu; 

,  Pi  _  ,i„  A^+Aì-n^ì-vw 

1^  —  um      -     "    j^, 
ero  si  può  scrivere 

nx^h)=r(cc)-irhr{ 

Oionalt  ii  CrtlU,  1881,  p.  ttì. 


con  p,  teDdeate  a  zero.  Quindi,  [avocando  nuovamente  il  teorema 
dì  IHoapital  ed  utilizzando  il  risultato  precedente, 

llm  e  =  hm ^, 

=iiima^+fc^fcArM="rw; 

cosi  pros^niendo  si  perviene  alla  formola 

/(^  +  ft)  =  /-(a--)+^ria')4-*>'(^)  +  --  +  *^[/^M:)^)  +  pJ-  (1) 

nella  quale  p,  rappresenta  una  quantità,  che  tende  a  zero  con  h  (*). 

2.  La  rormola  (1),  sufficiente  per  le  applicazioni  geometriche  e 
per  la  ricerca  dei  minimi  e  dei  massimi  di  f{x),  non  presenta  al- 
cuna utilità  per  gli  svUuppi  in  serie.  Per  questi  biscia  cercare 
di  precisare  maggiormente  l'espressione  di  p, ,  anche  a  costo  di  im- 
porre ad  f{x)  altre  condizioni:  noi  supporremo  che.  non  solo  per 
quel  valore  di  x  che  si  considera,  ma  per  tutti  i  valori  dell'intera 
vailo  (x,ai  -{■  h),  esista  la  derivata  n'"'.  Poniamo 

fi.r^h)=nx)  +  j*j r(<r)+  ^/"'U(+...+,-;;~i /"-"(a:)  -|- K,  (2) 

e  cerchiamo  di  determinare  il  resto  S,  mettendolo  sotto  la  seguente 
forma 

in  cui  V  è  un  numero  arbitrario,  poBitivo,  epe  una  certa  funzione 
dì  3;  e  di  h,  che  dipende  anche  da  n  e  da  v.  Fissali  x  ed  h,  si 
consideri  la  funzione  ausiliaria 


(n-l)!       '         '-'^   (H-l)!v    ' 


pu)=n2)+-^"--ru)+...+^-^r-if.- -'""""(=>+- 


)  V»di  il  -  Calcolo  dittnnt 
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virtù  di  (2)  è  <p(x)  =  f{x  +  ft).  È  inoltre  visibile  che 
if>ix  +  h)  =  f{x  +  h). 

lichè,  variando  «  da  «  ad  jr  +  A,  la  funzione  (p(s)  riprende  il 
imitivo  valore,  la  sua  derivata  {p'(z)  deve  (XXXII,  8)  nell'inter- 
llo  {x,x-\-/i)  annullarsi  per  qualche  valore  rp  +  eft  di  z.  Intanto 
facile  riconoscere  che  si  ha 


<V'(')=r"~n:      r-'(^)- 


lindi,  facendo  ar  ^  .?;  -|-  flft  e  9'(s)  =  0, 

p  =  fi— (1  —  e)"-/i"'(a;  4-  eA) . 


oalmente 


'     (n-l)!v 


/i"'(ir  +  9A). 


,  per  esempio,  si  fò  v  =:  n,  si  ha  la  forma  del  resto,  dovuta  i 
[grangia  : 

fl,=;^/Ti{a;  +  eA). 

vece,  per  v  =1,  si  ottiene  la  forma  data  da  Cauchy: 

,  per  n  crescente  all'infinito,  R.  tende  a  zero,  si  può  scrivere 

questa  la  forinola  di  Taylor  ('). 

3.  Facendo  x  =^0  e  sostituendo  ^  ad  fi  si  ottiene 


Ia  primk  forma  di  B.  aeire  a  mostnn 
Al  tende  »  lero.  lornce  per  —  1  <  a:  < 
di  £,. 

e>  Per  sTÌInppare  in  serie  Ih  faDdone 
che  Ift  derì*atA  n*^  è  (n — l)!cog'yt( 

HftC-Laarin,   sotto  !■  forma  data  da  Lag 

quantità  che  si  serba  finita,  e  però  tendi 
solato  dì  X  non  saperi  l'anità.  In  queste 


la  tbrmoU  di  Hsio-Laarìn  dà 

Hreigx      X       g 

5.  Si  estendono  assai  facilmente 
Laurin  alle  funzionj  di  più  varìab 

che  ha  (XXXIV,  8)  la  derivala 
F'(t)=hr.{x  4-ht.  y+ht,...) 
Una  nuova  derivazione  dà 

F"{t)=ft*r"^{^+M....)- 

Go^  proseguendo  si  riconosce  che 
convenendo  dì  sostituire  ad  ogni 


Taylor  presa  sotto  la  prima  forma  trovata  nel  precedente  capitolo, 
si  deduce 

Quando  A  t«Dde  a  zero,  la  quantità  Tra  parentesi  tende  ad  f^'  (a), 
e  però  /^a  +  ft)  —  /"(a)  finisce  per  assumere  e  conservare  il  segno 
di  A*/^''(a).  Questo  segno  cambia  insieme  a  quello  di  A  se  n  è  dis- 
peri, ma  resta  invariato  e  coincide  con  quello  di  r'''{a)  se  n  è  pari. 
Ne  segue  che  nel  primo  caso  non  si  ha  né  mimmo  né  masstnu). 
e  nel  secondo  si  ha  un  mùiimo  o  un  Tnassimo  secondo  che  f^{a) 
è  positivo  0  negativo.  Così  non  resta  più  alcun  dubbio  nella  discus- 
sione dei  minimi  e  dei  massimi  delle  funzioni  d'una  sola  variabile. 

2.  Più  difficile  è  la  discussione  anal<^  per  le  funzioni  di  più 

variabili.  Si  dice  che  per  se  ^a,  y^b,  z  ^c, la  funzione 

f{x,v,z,...)  diventa  minima  o  massima  quando  esiste  un  nu- 
mero positivo  E  tale  che  si  abbia,  rispettivamente, 

f{a,b,c,...)<f\x,y,z,...)    o    r{fl,b,c,...)>  f{,x,y,z,...)  (1} 

per  tutti  i  valori  di  x,y,  2,  ■  ■ .,  che  &&  a,b,c,...  differiscono,  in 
valore  assoluto,  meno  di  £.  Se  ciò  avviene,  fissati  arbitrariamente 
i  numeri  h,h,t, ,  la  funzione 

F{l)=f(a  +  ht,  b-i-kt.  e +  /(,...) 

è  anch'essa  minima  o  massima  per  t:=0.  Basta  infatti  prendere  ( 
inferiore,  in  valore  assoluto,  al  quoziente  di  e  pel  massimo  valore 
assoluto  di  h,h,l,...  perchè  sia  sempre 

F{0)<F(t)    a    F{Q)>F{t), 

rispettivamente.  Inversamente,  se,  qualunque  siano  i  numeri  h, 
A,  /, . . . ,  la  funzione  F[i)  è  sempre  minima  o  sempre  massima  per 
;  =  0,  ciò  vuol  dire  che,  comunque  si  facciano  tendere  x,y,3,... 
ad  a,  6,  e, ... ,  finisce  per  essere  vera  sempre  la  prima  o  sempre  la 
seconda  disuguaglianza  (1).  Cosi  lo  studio  dei  mìnimi  e  dei  massimi 


^  fix,v,z,...)  vieti  ricondotto  allo  studio  dei  minimi  e  del  mas- 
simi di  tutte  le  funzioni  F{t],  corrispondenti  agli  infiniti  sistemi 
di  valori,  che  si  possono  arbitrariamente  attribuire  ad  h,  k,l,... 

8.  Se  le  variabili  sono  indipendenti,  la  condizione  F'[0)  =  0,  cioè 

bf.ia ,1) ,c , . . .)  +  hr,{a ,b ,  e . . . .)  +  ir.{a.b ,c , . . .) -\- . . .  —Q , 

si  scinde,  per  l'arbitrarietà  dì  k,it,l,.. .,  in 

r.(a,&,c,...)  =  0  ,    r»{a,b,c,...)  =  0  ,    r.{a.b,c,...)  =  0,... 

Danque  i  sistemi  di  valori  di  x  ,  y ,  z . . . .  che  possono  rendere 
nUntma  o  massima  la  funzione  f  delle  vartabilt  indipendenti 
X,  y,  z, . . .  si  ottengono  risolvendo  il  sistema 


l  r-Cw ,y,z,.-.)~0 
\r»{x,y.3,...)=0 
ì  r.(a',V,^,-.-)  =  0 


(2) 


Per  riconoscere  se  si  ha  un  minimo  o  un  massimo  si  consideri  la 
quadrica 

f"(0)  =  AV''=(o.6,.-.)  +  ftr'„(a,&,-.)+-  +  2Aftr^{a,6,-)  +  .- 

delle  n  variabili  indipendenti  h,  k,l,... ,  che  ba  per  discriminante 
il  determinante 

r»  r^  r»  ■  ■ 


calcolato  per  x^=a,  y  =  b,  z=zc, . . .  Questo  determinante  ha 
grande  importanza  nelle  applicazioni  geometriche ,  e  si  chiama 
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hessiano  (*)  della  funzione  Z".  In  ciò  che  segue  noi  lasceremo  in 
disparte  il  caso  di  ^  =  0,  e  rammenteremo  [XiV,  S,  b)  che,  se  B 
non  è  nullo,  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  la  qua- 
drica  F"{0)  sia  essenzialmente  positiva  sono 

Invece,  perchè  F"(0)  si  conservi  negativa  per  tutti  i  valori  di  A, 
k,l,...,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  conservi  positiva  —  ^'(0). 
e  però  che  si  abbia 

r-<o .  ir»  rw|>o. ,(-i)"//>o.    (4) 

Dunque,  se  per  un  sistema  di  valori  a,b,c,...  di  x.j/rX,...,  sod- 
dis&centi  alle  (2),  sono  anche  soddisfette  le  condizioni  (3),  la  fun- 
zione f{x,y,  z,...)  è  mintTna  per  x  =  a,y=^b,s^c,...:  essa 
è  massima  quando  sono  invece  soddisfatte  le  condizioni  (4),  e  non 
è  né  minima  né  massima  quando  non  sono  soddisfatte  né  le  (3) 
né  le  (4),  mentre  ^  =  0.  Resta  in  dubbio  il  caso  di  H=0,  che 
verrà  studiato  nel  «  Corso  di  Calcolo  ».  Se,  per  esempio,  si  v{^liono 
trovare  i  minimi  ed  i  massimi  d'una  funzione  di  due  variabili  io- 
dipendenti,  bisognerà  cominciare  dal  cercare  quei  valori  delle  va- 
riabili, che  annullano  le  derivate  prime,  per  sostituirli  poi  nelle 
derivate  seconde.  Si  potranno  allora  presentare  le  seguenti  circo- 
stanze: 

r'«  f'n  —  f%  >  0    {minimo  se  /",,  >  0 ,   massimo  se  /"'_  <  0) 
r'imf'n  —  f%  <  •*    C'*^  witìi/mo  "né  massimo) 
r'mr, f'n  —  f%=0    (incertezza). 

4.  Ora  supponiamo  che  ^  le  n  variabili  esistono  relazioni 

q)(a:,  y ,  z,...)  =  0  ,     nj(a;,  j/,  a,...)=0, . . .  (5) 

(^  STbTHraa,  Cam>ri4ti  and  Dublin  malhtni,  Jourruil,  t.  VI,  f,  lU. 


•^W?»^^??' 
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in  numero  m  < n,  e  siano  tali  che  m  variabili  u,v,w,, . ,  si  pos- 
sano (*)  considerare  come  funzioni  delle  rimanenti  n  —  m:  queste 
indichiamole  più  specialmente  con  x,y,z,...f  ed  assumiamole  come 
variabili  indipendenti.  I  valori  delle  variabili,  che  rendono  minima 
0  massima  la  funzione  data  fico,  ^, . . . ,  u,  t?, . . .)»  debbono  (§  3)  an- 
nullarne le  derivate  parziali  prime,  prese  rispetto  alle  variabili  in- 
dipendenti. In  particolare,  applicando  la  regola  per  la  derivazione 
delle  funzioni  composte,  si  deve  avere 


rx+w',r.+tv.+...=o, 


(6) 


e  le  derivate  te',,  t?'.,  w/,, ...  si  calcolano  derivando  rispetto  ad  x  le' 
relazioni  (5),  si  deducono  cioè,  mediante  la  regola  di  Gramer,  dal 
sistema 


<P «  +  w'.cp'u  +  t?'«<p'»  + . . .  =  0  , 


(7) 


purché  si  abbia 


(p'u  (p\  q)  tt  .  . . 
Mi'«  vp',  ip'«  . .  . 


#=0; 


(8) 


ma,  invece  di  portare  i  valori  di  w',,  t?«,  w?'., . . . ,  ricavati  dalle  (7), 
nell'equazione  (6),  possiamo,  aggregando  questa  equazione  al  si- 
stema (7),  immediatamente  scrivere  la  condizione  di  compatibilità 
(X,  4) 


/  *  fu  /  »  •  •  • 
<P'»  <p'u  <P'p  •  •  • 
Ijj'a»     Ml'u     H^'.  .  .  . 


=  0. 


(*)  DeUe  condUioat  di  qaesU  possibilità,  fra  le  qaali  è  la  relaziono  (8),  e  dell'esistensa 
delle  dariTate  prime  di  u,v,w,..,  si  discorrerà  estesamente  nel  <  Corso  di  Calcolo  ». 
Cfr,  XXXIV,  9. 
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Basta  porre  successivamente  Della  prima  t 
ziali  prime  di  A  <p,  if, . . . ,  rispetto  alle  n- 
state  prese  come  indipendenti,  per  ottenere 
cienti,  insieme  alle  (5),  per  la  determinazic 
Kàunqae  i  sistemi  di  valori  di  x,y,z,., 
alle  (5),  rendono  minima  o  massima  la  . 
sono  fra  quelli  che  annullano  t  determin 
trice 

r.  r'y  r. 

v',  v'. 


6.  Per  dare  ai  calcoli  maggior  simmetri 
seguente  modo.  Dall'annullamento  dei  mag 
matrice  (9)  si  deduce  (X,  4)  che  una-raed 
lega  gli  elementi  di  ciascuna  verticale  dell 
lazione  di  cui  ai  tratta  involge  necessarlar 
prima  orizzontale,  perchè,  se  fossero  lineai 
<p',  <|p'i  "  ■ ,  sarebbe  (X,  4)  nullo  ogni  deter 
matrice  ottenuta  sopprimendo  in  (9)  la  pri 
riamente  all'ipotesi  (8).  Quindi  si  può,  pe 
\,H,...,  scrivere 


In  altri  termini,  per  cercare  i  minimi  ed  i  i 
quando  le  variabili  sono  legate  dalle  rela 
uffttali  a  zero,  non  le  derivate  prime  di 
funzione 

f{a: ,  y ,  z , . . .)  —  \{p{ic ,  y  ,  z , . . .)  —  nv 
e  si  otterranno  così  n  equazioni,  rìducentisi 


se  aggregando  le  (5)  si  coatituirà  ud  si- 
servirà  a  determinare  le  9  variabili. 

!  gU  asti  deUa  letione  fatta  m  wn  éUiwoide  da 
a,  b,  e  le  langhesze  dei  aemì-uti,  ed  a,  0,  t  ì  co- 
prìnci[AU  fanno  cai  piano  dato.  Aaamendo  come 

Wide,  le  equuioDÌ  di  questa  soperflcie  e  del  piano 


=  1    ,     ox-\-»y  +  -i!  =  <i, 


)  ed  il  maesimo  lalore  di  r*  =  a^'  4~  y'  4*  *'■  P*' 
nò  eabito  porre 


y  =  X-?  -l-^^  , 


opo  STorle  rispettivamente  moltiplicate  per  x,  y,  x, 
tendo  nell'equazione  del  piano  i  valori 


_    nS6'  _    MTC* 

-b*  —  r'    '     '— e"  — r»  ' 


,  ed  osserrando  che  jj  non  pnb  essere  nnllo,  ai 


radici  sono  i  quadrati  degli  assi  cercati. 
distanta  di  due  rette  coudace  a  cercare,  più  gè- 

+  («.-».)■  + ■■■  +  (i.-!l.)'. 

ano  alle  condizioni 

—  a-         j/i  —  b,  ^  yi  — 61  ^       _  y,  —  6,  , 
«,       'Pi  "Bi  ■■■         '&. 

adenti  i  valori  w  e  v  delle  dae  serie  di  rapporti, 
=  M  +  ^    ,     (i=l,2,3 n] 
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e  conseguentemente 


r«  =  V(iCi_y^)t=aM»  +  6t;"  +  c  +  2/b  +  2^«  + 


2huv  , 


(10) 


i-il 

dopo  aver  posto 

6=Pi«+P«*+...+P,' 
—  ^=a,p,+a,p,+...+a.P, 


«  t 


/=P«(«i— 6i)+fc(«.-ft»)+...4-P-(«.-*.> 

^==a,(a,— 6,)+o,(a,— 6,)+...4-o,,(ff,— 6.) 
c=(a,-6,)«+(a,-J^+...+{a,-6,)». 


Qui  si  noti  che  i  determinanti 

a    h 

) 

a 

h    9 

h    b 

h 

h    f 

9 

f    e 

rappresentano  i  quadrati  delle  matrici 

Oi        a^  ...  Or 

i 

<h 

— 

f>i 

0,-6, 

1  .  .  .  On  —  h^ 

Pi      Ps  •  •  •  Pn 

«1 
Pi 

...          Ofi 
•  •  •          P» 

Perchè  r*  diventi  minimo  o  massimo  sono  (§  8)  necessarie  le  condizioni 

aa  +  i^t?+^  =  0    ,     ^u  +  6!?  +  /'=0  , 
verificate  le  quali,  Tespressione  (10)  si  riduce  a 


(11) 


(12) 


Il  determinante  hessiano  di  r'  è  oò  —  %*,  e  siccome  tanto  a  quanto  db  —  h^  sono 
somme  di  quadrati,  si  può  (§  3)  asserire  che  si  ha  effettivamente  un  minimo. 
Intanto  da  (11)  e  (12)  si  deduce 

ah        g        =0 
h    b        f 
g     f    C'—r^ 


ovvero 

a 

h    9 

c= 

a 

h 

h 

h     f 

h 

b 

1 

9 

f   e 

Adunque  il  minimo  cercato  è 


r«  = 


«1  —  ^1 

Ol 

Pi 


flj  —  Òj 

Ps 


«n  —  &n 

an 

P« 


«1 

Pi 


P> 


Pn 
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e)  Altri  calcoli  di  minime  distanze  (punto  e  piano^  o  panto  e  retta  nel  piano 
e  nello  spazio)  condacono  a  cercare  i7  minimo  valore  deUa  somma. dei  quadrati 
di  n  variabiiit  eoddiafacenH  ad  m  <Tk  eqtuunoni  Hneari,  Siano 


Oh  a5|  4"  *11  *«  +  ^18  ^  +  •  •  •  +  *ln  35»  =  Al 

Oji  a?j  -|-  Ojj  ajg  +  aj8  «8  +  .  . .  +  a»»  aJn  =  *j 

Ornici  +  Chni^  +  ^mS^  +  •  •  •  +  «urna?»  =  *m 


(13) 


le  equazioni,  nessaha  delle  qoali  sia  conseguenza  delle  altre:  ciò  esìge  che  i  de- 
terminanti maggiori  della  matrice 


«11      «18      «13 
«M      ««      «M 


«In 


«mi    «m2    «mS «Mn 


non  siano  tutti  nulli,  e  per  conseguenza  (Y,  3)  che  sìa  diverso  da  zero  il  quadrato 

4u 


C  = 


^11      ^H      ^13 
Cji       Cjg      C^ 


Cml    Cmt    CrnH Cmm 


della  matrice  stessa.  Ciò  premesso,  per  trovare  i  minimi  ed  i  massimi  della  fun- 
zione 

si  è  (§  5)  condotti  a  porre 


( 


ajj  =  Xj  Oli  +  Xj  dji  -|-  .  .  .  -|-  Xw  Orni 
fl5j  =  Xj  ai2  +  ^»  ««  +  •  •  •  +  ^m  (hii2 

OCn  ==  Xl  ain  +  ^2  ««n  -j-  .  .  .  +  Xm  «mn 


(1*) 


Sommando  queste  equazioni,  dopo  averle  moltiplicate  per  a?i,  a;,, . . . ,  a^,  si  ottiene 


r  —  Xl  /c^  -j-  Xg  A^  -j-  . .  .  -|-  Xm  «^  ^ 


(15) 


e  tutto  si  riduce  a  calcolare  i' coefficienti  X.  Ora,  moltiplicando  le  (14)  per  on  , 
Oli j.,. din ,  poi  sommando,  sì  trova 


fc  =  Xl  Cii  +  X|  Ctt  -f-  .  .  .  +  Xm  Cim  . 
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Dunque  i  coefficienti  X  sodo  determinati  dal  sistema 

^1  =  ^  Cil  +  ^  <?«+■••  +  ^«  Ci» 

fcj  =  Xj  Cji  -f"  ^8  ^88  +  •  ■  •  +  ^m  C«m 


*i»  —  ^1  ^mir^^mt  T"  •  •  •  "t"  ^mC 


mm 


ohe  ammette  (IX,  2)  una  soluzione  sola.  Del  resto  è  inutile  risolvere  questo  si- 
stema, poiché  basta  esprimerne  la  compatibilità  con  la  relazione  (15)  per  ottener 
subito  l'equazione 

^l       '^li       ^18  •  •  •  ^\m 
^8       ^81       Cji  .  .  .  C^m 


'm 


'mi     ^m8 


•  •  •  c, 


mm 


dalla  quale  si  ricava  il  minimo  valore  cercato: 

1 


r«  =  — 


C 


\J         n*  '^i     •  •  •  f^fn 

^i      Cu      ^18   •  •  •  ^Im 
^8      Cji      Cfg   .  .  .  Cj„| 


*in     ^ml     C 


«18 


■  •  •  o. 


mm 


d)  Nelle  applicazioni  si  è  spesso  condotti,  per  determinare  un  certo  numero 
di  quantità  Xi,oi^,..  .Xn,  a  stabilire  equazioni  lineari,  nelle  quali  i  coefficienti 
ed  i  termini  noti  vengono  forniti  dairosservazione  diretta.  Basterebbero  n  eqoa- 
zioni  per  la  determinazione  delle  incognite  se,  per  Tinevitabile  imperfezione  delle 
misure,  non  ne  risultassero  valori  necessariamente  inesatti  delle  x.  Spinti  ad  ese- 
guire nuove  misure,  si  finisce  per  costituire  un  sistema  (13)  con  un  numero  m 
di  equazioni,  di  gran  lunga  superiore  a  quello  delle  incognite,  ed  il  problema 
che  allora  ci  si  presenta  è  il  seguente:  come  far  concorrere  tutte  le  equazioni 
ottenute  alla  determinazione  la  più  probabilmente  e9aita  dei  vahri  deUe  inco- 
gnite? È  il  càlcolo  delle  probabilità  che  dà  la*  risposta  a  simile  questione,  in- 
segnando che,  neirimpossibilità  di  render  nulU  tutti  gU  errori  (vale  a  dire  di 
trovare  valori  delle  x  che  annullino  le  differenze  fra  i  primi  ed  i  secondi  membri 
di  tutte  le  m  equazioni)  bisogna  render  minima  la  somma  dei  loro  quadraJtL  Da 
questa  indicazione  derivano,  per  la  determinazione  delle  x,  alcuni  procedimenti 
di  calcolo,  che  costituiscono  quello  che  sì  suol  chiamare  il  metodo  dei  minimi 
quadrati.  In  sostanza  tutto  si  riduce  a  render  minima  la  funzione  di  n  varìabUi 
indipendenti 


t  =m 


S 


(«il  a;i  -f-  crii  iCg  +  .  .  •  +  «tn  iCn  —  ^0'  » 


L.. 


^    jH 


J 
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e  però,  deiÌTando  saccessiyamente  rispetto  ad  x^  as^t , .  .Xn,  bùo^a  che  sia 

Cu an  +  Cti «*  +  •  -  •  +c»iaJn  =  A?ian  -^kton  +. . .  +  ^<^i 

Ci2Xi-\'CnXt'-{^.  .  .  -}-Cn%Xn  =  kiai2  +^0»  +  •  •  •  +  ^«n« 

È  qaesto  il  sistema  che  porge  i  più  probabili  valori  delle  x.  Per  meglio  spie- 
garsi tatto  ciò  ò  bene  limitarsi  al  caso  dVna  sola  quantità  incognita  x,  per  de- 
terminare la  qnale  siano  state  prese  successivamente  n  misure  o^,  o^, . .  .^0», 
pochissimo  diverse  fra  loro.  Qui  bisogna  render  minima  la  somma  {x  —  a|)'  -[~ 
{«  —  a^  -)-...  +  («  —  On^  per  la  qual  cosa  basta  prendere 

*~<*i  +  ^ — aj  +  '"  +  ^  —  ««  =  0  ,  cioè"  x  =  —  («1+ «8+ «3+ ••.+««): 
è  proprio  quello  che  si  suol  fiire  comunemente  (*). 


XXXVm.  SERIE 
LOOÀEITMIGHE  E  CIBGOLÀBI. 


1.  Caloolo  dai  logaritmi  naturali.  Fra  gli  sviluppi  in  serie, 
dedotti  (XXXVI,  4)  dalla  forinola  di  Taylor,  riprendiamo  il  seguente  : 

logli +a?)  =  v(;  —  -2-  +  -3-  —  x  +  ---  (*) 

Cambiando  a;  in  — o^  si  ottiene 

/mS  <|*3  /m4 

—  log(i  — ^)=a?  +  -2-+ 3-  +  -J-  +  ...; 
poi  addizionando  con  (1)  si  perviene  alla  formola 

log^=2(a.  +  |  +  f+^  +  ...). 
vera  soltanto  per  quei  valori  di  x,  che  sono  in  valore  assoluto Jn- 


(*)  Vedi  la  «  Théorie  d««  prohabilités  »  (p.  47)  di  Ad.  QoéTBLBT. 


feriori  alt'anità.  Se  ai  pone  y^r^  =^  "         ,    da  cai  si  deduce 

log,»  +  «)=logn  +  2(g^-,  +  l(j,^,)"  +  i(5^J+...). 
In  particolare 

Questa  forinola  serve  a  caìcotare  U  logarUmo  naturale  d'un  mi- 
mero  intero  qualunque,  quando  si  conosce  U  logarUmo  naturale 
del  numero  Mero  che  lo  precede. 

9.  Cosi,  per  etempio,  se  facdamo  n  ^  I,  troTÌamo 

m«ntra  dalla  (1)  n  dtdnoe 


mft  la  fbmiola  (8)  è  malto  piò  rantaggioM  della  (4).  Infittii,  limitandoli  in  m» 
ai  primi  otto  t«niiiiii,  ri  attieoe 

log2  =  0,69314718 . . . , 
e  si  pad  e*MK  ricarì  di  tutte  le  cifra  decimali  scritte,  perchè  l'errore 

,  =  2/^_       ^  1_  Ì^_2_M    ,  A  +  J__L. 

8  U'-S"      19-9'      21.9"^""/  ^3.17\  9»^9»^  9"  ^"^ 


^4.3.17.9'      975725676  ^  IO» 

Per  ottenere  la  medeaima  approanniaiicne  con  la  formola  (4)  aTiemmo  doTcto 
(XXI,  10,  e)  impiegare  più  di  cento  milioni  di  termini. 

S,  Analogantente  si  calcola  il  modulo  dei  logaritmi  rolgari; 


.ì^ltt&V^ 
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Si  hft  ]oglO  =  ]og2-f  lo^5,  e  dalla  fonnola  (2) 

poi,  adoperando  (ì<), 

'•«'«-M'  +  3^  +  Òi  +  -)  +  l('  +  378i+5T5r.  +  -)' 
LimitandMi  m  primi  tenninì  si  ottaene 

logl0=2, 302585092.. .  ,    Jlf  =  0,434294481. . . 

4.  Calcolo  dol  logarltiiil  «olgaH.  Moltiplicando,  per  M  ì  due 
membri  della  forinola  (2)  si  ha 

log(„+i)  =  Log«+2«(g;^,+-5j^,  +  5^^.  +  ...)(6) 

È  questa  una  delle  formole  più  comode  per  la  costruzione  delle  ta- 
vole di  logaritmi  volgari.  Se  si  vogliono  i  logaritmi  dei  numeri  in- 
feriori a  100000,  basta  calcolare  ì  logaritmi  dei  numeri  compresi  fra 
10*  e  10*,  e  però  nella  formola  (5)  potremo  supporre  n  >  10000. 
Quando  anche  la  serie  si  limiti  al  solo  primo  termine,  l'errore  che 
si  commette  è 

1 


"!"  .ir'fn-i-ii' "•"■■■  )  *-  a  {{9m-U\v'i  t^t.-uiv''  — 


-  3  USn+l)"^ 
cioè 


■^  ^12»{n+l)(2n  +  l)^24n'^  IO"  ■ 
e  però  si  è  sicuri  che,  adoperando  la  formola 

Log  (n  +  1  )  =  Lc«»  +  2^3p-j 

nel  calcolo  dei  logaritmi  volgari,  i  risultati  che  si  ottengono  sono 
approssimati  a  meno  d'una  unità  del  tredicesimo  ordine  decimale. 


5.  ProporalOBB  logarltaiiea.  E  noto 
mici  si  ammette  che  le  differenze  dei  It^ 
alle  differenze  dei  numeri  corrispondenti,  [ 
grandi  e  differiscano  poco  tra  loro.  Questa 
osservando  che,  avendosi  con  grande  appr 

Log(n+A)=Log«  +  ^ 


Log{n  +  h)-Logn 

Log(n  +  l)  — Ì*gn 


ed  il  secondo  membro,  quando  n  è  molto 
fra  0  ed  1,  è  quasi  uguale  a 


si  fo  uso  della  proporzione  logaritmica,  si 
ritmo  d'un  numero  dato,  sia  per  trovare  il 
ad  un  dato  logaritmo.  Conviene  ora  Indaga 
virai  della  suddetta  proporzione,  occorre 
limiti  pu6  variare  l'errore  che  si  commett 
proporzione  stessa  nei  due  calcoli  accenna 
aj  Calcolo  del  logaritmo.  Sia  dato  il  m 
fra  gli  interi  n  ed  n-\- 1.  Nelle  tavole  si 
questi  numeri  e  la  loro  differenza  A  (ai/fei 
si  fa  uso  della  proporzione  logaritmica  si  ai 
Ic^ritmo  di  n-'t-h,  commettendo  un  erro 

e  —  Log{n  +  ft)  —  (Logn  +  AA)  =  Lt^  1 1  ■ 

Si  osservi  che,  variando  A  da  0  ad  1,  e  sì 
lori  estremi,  mentre  la  sua  derivata  rispet 

-3^-Log    1+- 
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positiva  per  h  =  Oy  negativa  per  Ti  =  1,  si  annulla  soltanto  per  quel 
valore  9  di  ^,  che  rende       .  ,    uguale  a  log  (l  -j ] ,  valore 

sempre  compreso  fra  0  ed -g-,  giacché  da  (1)  e  da  (2)  si  deduce 

Pertanto  è 

0<€<Log(l-h|)-eLog(l  +  | 

D'altronde 

'^('+i)<^('+(^r+(sVj'+-) 

ovvero,  sommando  la  progressione  geometrica, 


'^('+^)<^(4+.-i-.). 


e  però 


^    2    \n  "^n+e/       n  +  e""   2   \  n       n  +  e/        2n«  ^  8n«'     ^"^ 

poi,  per  n  >  10000 ,  ricordando  che   M  <  ^  , 

U«€<  i6.10«^  10»' 

Dunque,  *nel  calcolo  abituale  del  logaritmo  d*un  numero  dato,  il  ri- 
sultato che  si  ottiene  è  inferiore  al  vero,  ma  ne  differisce  meno 
d'una  unità  del  nono  ordine  decimale. 

bj  CaXcolo  del  numero.  Adoperare  la  proporzione  logaritmica 
significa  ammettere  che  il  numero  incognito  n  +  h,  di  cui  si  dà  il 
logaritmo,  sia  uguale  ad 

^   I    Log(n  +  ^)  — Logn  ^ 


L'errore  che  si  commette  è  dunque 

„_  Log(w  +  ft)  — Logn        fc_  < 

Ora  si  ha 

i  r=  Log  (n  4- 1  )  —  Logn  =  Log  (  i  + -^  )  ^ 
e  però,  osservando  (6), 

n<ie(n  +  6)(i-„-i,)<|;<g 

Dunque  finalmente 

"  '~  STÌV  ^  TO'  ■ 


oin<« 


Ne  risulta  che,  nel  calcolo  abituale  del  numero  corrispondente  ad 
un  dato  logaritmo,  il  risultato  che  si  ottiene  è  superiore  al  vero, 
ma  ne  difi'erisce  meno  d'una  unità  del  quarto  ordine  decimale. 

6.  Fopnola  di  Stirtlngi  Per  fare  anft  delle  più  interessanti  appliarioni 
delle  serie  logaiitmiche  osserTiamo  che  alla  (2)  ai  può  dai  la  fonna 

("+^)i«b(i  +  4)  =1  +  5^5^+ 5(2,4iriy+---. 

e  la  serie  del  secondo  menibri)  ha  efidentemente  una  somma  inferiore  ■ 

^3U2n+l)'^(2«+l)'^       J         ^12n(«  +  l)' 
Ne  segae 

i<(»+i)i.f(i+i)<i+H^. 

ovvero,  risalendo  dai  logaritmi  ai  namerì, 


Ciò  premesso,  poniamo 


—  271  — 


n/e" 
«.  =  — ^,  (8) 

n      « 


ed  ossemamo  che 


(■+i) 


•*\ 


Le  disagttaglìanze  (7)  diventano 


On 


1  <^:r-<eitii(n+i)  , 


cioè 


an«    i*»<an+ic    i«(*+i)  <.  . .  <a»4.i  <an  . 


_   l 
Ne  risalta  che  i  nnmerì  One     ^^  crescono  insieme  ad  n,  mantenendosi  inferiori 
ai  numeri  a»,  i  qaali,  invece,  vanno  decrescendo.  Gli  ani  e  gli  altri  namerì  ten- 
dono danqae  a  limiti  finiti,  necessariamente  ugnali  fra  loro,  e  se  si  pone 

i^ 

lim  On  =  lim  On  6    Itn  =  a  , 

umo»  naaao 

8i  ha,  per  ogni  valore  di  n, 

1  e 


per  un  conveniente  valore  di  6,  compreso  fra  0  ed  1.  Sostituendo  ad  Om  Tespres- 
sione  (8)  si  ottiene 

n/=»  on      s  0         itn  , 
In  seguito  vedremo  che  a  =  1/2  ir.  Scrìviamo  dunque  fin  d*ora 

1 .2.3 . .  .nc=|/2Tm  . n*e~""^ifir. 

È  questa  la  fbrmola  di  Sùirling,  che  permette  di  calcolare  con  grande  appros- 
simasione  il  valore  di  ni  quando  n  è  molto  grande. 

7.  Caloolo  di  it.  Segnaliamo  ancora  Tapplicazione  della  formola(XXXyi,  4,  e) 

arctga?  =  a?— -g-  +  y  — y-f-... 
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al  calcolo  di  ir.  Basta  porre  a;  =  1  per  ottenere  la  forinola  di  LeQmàt 

4""*       3^5       7^"' 

ma  questa  non  può  serTire  a  calcolare  u,  perchè  converge  molto  lentamente: 
occorrerebbero  (XXI,  10,  e)  wnUmQa  termini  per  avere  quattro  decimali  esatte. 
Poniamo  invece 

^  =  arctg«  +  arctgy==arctg^;Ì^^  . 

Poiché  tg  2  ss  1,  X  ed  y  sono  per  necessità  legate  dalla  relazione  X'-\'y=a\~-x^, 
cni  si  può  soddis&re  prendendo  x^=s—^y  =  -^.  Si  trova  cosi 

Qnesta  formola,  dovata  ad  Eulero,  è  molto  più  comoda  di  quella  di  Leibnits; 
ma  la  formola  più  vantaggiosa  è  stata  proposta  da  Machin.   Sia  tga  =  ^  ì 

quindi 

2  5 

*  o  »■  5  .    .  6^  120      ,,     1 

*        «5  *        144 

IT 

Ora,  oBwrvando  che  tg  4a  supera  di  poco  Tonitày  si  ò  condotti  a  porre  4a  =  :j  -f"  P* 

oon  p  molto  piccolo.  Del  resto 

-L 
o      A         ^  i.  o       tgia  — 1  119  1 

Dunque,  essendo 

^  =  4a  -  3  =  4arctg  1  -  arctg^  . 


si  ha 


_i6_/, 4  4»  4?  \ 

^"^  5    \         3. 100 "^5. 100"       7.100»"^'**/ 

4/t  ^  1  ^ L_J-       \ 

239  \^       3 .  57121  "^  5 .  67121»      7 .  57121»  ^"'} 


Da  qDMta  ultima  forinola  W.  Shants  ha  dedotto  il  valore  di  n  con  einqueeento- 
frwta  cifre  decimali.  Le  prime  trenta  si  poasono  agevolmente  ritenere  merei  i 
Kgiieati  versi: 

Ons  J'aims  k  riire  >ppr«adr«  uà  nambre  utile  au:t  sai{«3l 
Inunorlfll  Archimèda,  artista  ing«nieur, 
Qui  de  tea  jngeineDl  p9Ut  pHur  la  rsleurl 
Pour  moi  ton  probl*ma  eut  de  piretls  avaolago». 

ìc  il  numero  delle  lettere  che  la  compongono, 

ir  =  3, 14159  a6535  89793  23846  26433  83279  . . . 

Eduardo  Lncas  non  consigliava  a  nessQDO  dì  continnare  il  poetico  lavoro  per  le 
altre  rìnqaecento  deciniali  del  calcolo  di  Shanks;  ma  il  prof.  Catalan  gli  fece 
wserrure  che  na  tale  lavoro  non  potrebbe  esaere  contànnato,  peKhè  dopo  un  altro  5 


8.  \a  teoria  delle  frazioni  continue  porge  un  mezzo  assai  semplice  di  consta' 
tare  l'irrazionalità  di  n  e  del  sdo  quadrato  (**),  È  bene  sapere  che  Linderaann 
ha  dimostrato  [***),  più  generalmente,  che  n  è  nn  nanttrù  traseetidfnU,  lAoh  aon 
è  radice  di  nessuna  equazione  algebri<?a  a  coefQcienti  razionali.  Da  questa  pro- 
posiiìone  risulta  l'impossibilità  di  quadrare  il  circolo  a  di  rettificarne  la  dram- 
ferema,  vale  a  dire  di  trovare,  con  la  squadra  a  col  compasso,  una  lunghezza 
aguale  a  ir  o  a  Vn,  partendo  da  una  data  unità.  Una  costruzione  j 
molto  approssimata  è  stata  proposta  da  Spccht  ("").  Sopra  una 
tangente  alla  circonferenza  che  si  vuol  rettificare  si  portino  successiva- 
mente le  lunghezze  AB,  BC,  la  prima  aguale  al  diametro  aumentato 
del  quinto  del  raggio,  e  la  seconda  ugnale  ai  duo  quinti  del  raggio  ' 
stesso.  Poi  il  segmento  OB  si  porti  in  AD,  e  da  ZJ  si  conduca 
ad  OC  la  parallela,  che  incontra  la  tangente  in  X.  La  lunghezza 
della  circonferenza  è  rappresentata  da  AX  con  grande  approssima-  '' 
zione.  Infatti  si  ha 


AX      AC 


13 


13^ 


■^l/'+(i:f=S'- 


No 

IV) 

("■)  Vedi  la  nota  di  Roccai  <  Sur  fi-apttnib 

analns  de  Huth.,  1983).  MoUJ  si  o.tiaaiio  ane 

ri  1 

etalo  che  la  mania  qoadratrice  infierisce  in  p 

(—•)  Oicmttt  di  Crtllt,  t.  IH.  p.  83. 
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Ne  risulta  per  it  il  valore 

-%  y  146  =  :j,  141591953 . . . 

con  un  errore  lievemente  superiore  a  0,0000007.  Si  sbaglierebbe,  per  esempio,  di 
circa  un  millimetro  sopra  una  circonferenza  d'un  chilometro  di  diametro. 


XXXTX    SERIE  BINOMIALE. 


1.  Chiamasi  bìnomiale  la  serie 

m  m{m  - 1)     .        m(m-l)(m  — 2)     , 

1  i-  Y  ^  -1         i72       *^^  1.2.3  *^-t--- 

Vogliamo  anzitutto  indagare  2^^'  quali  valori  di  x  e  di  m  questa 
serie  è  convergente.  Cominciamo  dairescludere  i  valori  interi  di  m , 
giacché  per  essi  la  serie  si  riduce  ai  primi  m  + 1  termini. 

aj  Prescindendo  dal  primo  termine  si  può  scrivere 

*/    —  w(>»  —  1)  (m  --  2) . .  .  (m  —  n  -U  1) 
^"—  1.2.3...n  ^ 

_  (ffl  —  v)  (w  —  V  —  l)...(w-n+l)         ^_, 
-  (v  l-l)(v  +  2)...n  ^^^       ' 

ovvero,  indicando  con  u'n  ed  ^r'  i  valori  assoluti  di  tt„  ed  x^  e  pren- 
dendo V  superiore  ad  m, 

"■.={i-=|-^)(<-=jl)-(»---^'K.^*-. 

(Wl     I     1  \ 
1 -r-T  I  x'  tende  ad  x'  quando  v  cresce  all'infi- 

nito.  Ne  segue  che,  se  x'  >  i,  si  può  determinare  v  in  modo  che 
tutti  questi  fattori  superino  un  numero  q ,  preso  fra  ieé  af,  e  si 
avrà  u'n>  u\q*^-\  Se,  fissato  v,  si  fa  crescere  n  all'infinito,  si 
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vede  che  u'»  cresce  oltre  ogni  limite.  Se  ^'  <  1,  si  può  invece  de- 
termioare  e  Qssare  v  in  modo  che  sia  «'„  <  u',  g"-',  dove  a  è  un 
numero  preso  ad  arbitrio  fra  af  ed  1.  In  questo  caso  lim  u'„  =  0. 
Pinalmenle,  ae  af  =  1,  bisogna  distinguere  il  caso  di  m  -j- 1  nega- 
tilo da  quello  di  m  +  1  positivo.  Nel  primo  si  ha 

u',>l-(m  +  l)(^  +  ~^  +  ...  +  -i), 

e  si  vede  che  u'.  cresce  indefinitamente  insieme  ad  n.  Nel  secondo 
caso 


«'.  <7 


e  però  lim  «',  =  0.  Riassumendo  vediamo  che  il  termine  generale 
non  tende  a  zero  se  non  quando  x'  <  i,  o  quando  x'  =  1  ed 
m-\-\  >  0.  Adunque  son  questi  i  soli  casi  in  cui  si  può  sperare 
che  la  serie  binomiale  sia  convergente. 

bj  Supposto  aT"  <  1,  e  preso  n  superiore  ad  m,  si  ha 

■^  =  ^-|;r'    ,     lim-^^  =  a^<l. 

Dunque,  se  a/  <  1,  la  serie  binomiale  è  assolutamente  convellente. 
cj  Se  ir"  =  1 ,  si  ha 

Dunque,  se  m  è  positivo,  la  serie  considerata  è  assolutamente  con- 
vellente. Se  m  è  n^ativo,  la  serie  dei  valori  assoluti  è  divergente; 
ma  può  darsi  che  la  serie  data  sia  convergente,  purché  m  +  1  >  0. 
Si  ponga  m  =  —  \x,  con  \i  positivo  ed  inferiore  all'unità,  dimodoché 

**-—  1.2.3, ..n  '■'■'■ 
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Se  x=:  —  1 ,  la  serie  coincide  con  la  serie  dei  valori  assoluti,  e 
però  diverge.  Se  a;  =  i,  i  termini,  alternativamente  positivi  e  nega- 
tivi, decrescono  in  valore  assoluto^  perchè 

e  tendono  a  zero,  come  si  è  visto  precedentemente,  e  però  la  serie 
converge,  ma  semplicemente. 

dj  Dunque,  riassumendo,  la  serie  hinomiale  è  convergente  solo 
nei  sefftcenti  casi: 

—  1  <  0?  <  1       ,    m  qualunque    ) 

[    (convergenza  assoluta) 
,r=:+^i  ,    m  positivo         ) 

cr  =  l       ,    —  l<m<0         (convergenza  semplice). 

2.  Teorema  I   Quando  la  setHe  binomiale  converge,  la  sua 

somma  è  {i-\-  ^)'". 

Per  dimostrare  questo  teorema  basta  sviluppare  (1+^)"  conia 
formola  di  Mac-Laurin  e  far  vedere  che  si  ottiene  la  serie  bino- 
miale con  un  resto  che  tende  a  zero  quando  la  serie  stessa  è  con- 
vergente. Da  f{:r)  rr^  (1  +  .r)*»  si  deduce,  per  derivazioni  successive, 

/i»»)(./;)  1-  m(m  —  1) (/n  —  2) .  .  .  (m  —  n  +  1)  (1  +  ^)*— . 

Quindi,  continuando  a  rappresentare  con  Un  il  termine  generale 
della  serie  binomiale, 

R^  ~  (1  +  e^r)"-"  w,    o    R„=(i  —  9)—*  (1  +  e.r)"— nw^  . 

Se  X  è  positivo,  (1  +  6^)*""  tende  a  zero  quando  n  cresce  all'in- 
finito. Anche  w„  tende  a  zero,  se  la  serie  converge,  e  però  lim  i?»  =  0. 
Se  a?  è  negativo,  bisogna  impiegare  la  seconda  forma  del  resto,  che 
si  può  scrivere  cosi: 

_        (14-ea:)'"  /  1— e  \» 


k 


j-  j  che  tende  a  zero,  ed  è  facile  dimostrare 
a  zero.  Infatti  nu„  è,  a  meno  de)  fattore  ma; , 
serie  binomlale,  corrispondente  all'esponente 
a  zero,  sia  per  x  >  —  1 ,  sia  per  aj  =  —  1 , 
condizioni  sono  appunto  quelle  che  si  realiz- 
nvergenza.  Dunque,  in  ogni  caso,  lim  ^  =  0. 


>  Pei  x^l  ottoniamo 


1.2      ^  1.2.3  "T 


icì  avverte  che  questa  formolaBiiBsiato  Bolo  per  tn>  —1. 
>  membro  converge  ateohtlamente  o  sem^icejntnU  se- 


ìl  cui  valore  assolato  noa  snperi  Vanità.  È  sempre 
termini  nel  secondo  membro. 


(^i  Talora  di  x,  il  coi  valore  assoluto  da  inferiore 
9r  a:  =3 1  i  ma  in  qneato  cftM  non  è  lecito  alterare  l'or* 
io  membro. 

■dlol  nymariohs.  Si  possono  applicara  le  formole 
Ile  radici  dei  nnmerL  Cosi,  per  esempio,  dato  il  na- 
I  a*  il  più  gran  qoadrato  ohe  non  lo  supera,  ti  ponga 


a*/  ^  2a        8a>  '^  ICa"       """  ' 

idità  qoando  il  rapporto  — ^  è  eufficientomente   pie- 
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colo.  Del  resto  è  chiaro  che,  ayendosi  à^^X  <(a-{-l)\  si  ha  pure  QSx<2a-}-l, 
ovyero 

purché  N  saperi  9.  Quest'altima  supposizione  è  sempre  lecita»  perchè,  se  N  fosse 
un  numero  troppo  piccolo^  basterebbe  moltiplicarlo  per  un  quadrato  perfetto  %*, 
estrarre  la  radice  di  I^N,  e  dividere  il  risultato  per  k.  Ciò  premesso,  siccome  i 
termini  della  serie,  prescindendo  dal  primo,  sono  alternativamente  positivi  e  ne- 
gativi, possiamo  fermarci  ad  un  termine  qualunque,  con  la  certezza  che  TerroTe 
commesso  non  supera  il  valore  assolato  del  termine  seguente.  Si  può  anche  pro- 
cedere per  approssinuutùmi  stuxessive,  prendendo  come  prima  approssimaiione  di 

^N  il  valore  o^,  ottenuto  limitandosi  nella  serie  a  pochi  termini,  per  esempio 
ai  primi  tre: 

Sia  poi  iV=ai*  +  a:, ,  e  si  calcoli 

Similmente,  posto  ^  s=3  a,' -[~  ^a  *  sia 

"^-"^^  2^""  8^73' 

ecc.  I  numeri  a,a^,a^,a^,,.,  convergono  rapidamente  verso  il  valore  di  |/JV. 
Infatti,  Terrore  relativo  che  si  commette  quando  si  assume  a^  come  valore  di  \^N  è 


^  ^  16a«  ^  16  ' 


X 

se  -ò  <  G .  D'altronde 
a' 


__         ri        f\  —  ^        ^  ^^  ^  ^  ^^ 

e  però  Terrore  commesso  nella  seconda  approssimazione  è 


16ai«  ^  2"  • 
Similmente 

^  0»7  081  0«*3 


.^il^M. 


XL.  NTTHEBI  DI  BERNOULLI  E  DI  EULERO. 

1.  L'ideniità 

f[a-^{h  +  x))  =  r[{a^h)^x),  (i) 

neUa  quale  i  due  membri  si  suppongono  sviluppati  secondo  la  for- 
moia  di  Taylor,  sussiste  quando  alle  potenze  delta  variabile  x  si 
sostituiscono  numeri  arbiirarii.  Applicando  infatti  la  formula  di 
Taylor  allo  sviluppo  di  f(a  -\-/i-\-x)  si  può  scrivere ,  in  due  di- 
versi modi, 

/■((a+A)+«)=/ìa+/it  +  Yr(a+ft)  +  i^2''"'^+''*  +  ---' 
f{^a-\-{h  +  x))  =na)  +  ^^riaì  -f  'à±f-f"ia)  +  . . . 

Se  ora  raccogliamo  nella  seconda  serie  tutti  i  termini  che  conten- 
gono a^,  dobbiamo  necessariamente  trovare  lo  stesso  coefficiente 
che  X'  ha  nella  prima  serie,  perchè  in  seguito  (XLIY,  9)  si  dimo- 
strerà che  lo  sviluppo  d'una  funzione  secondo  le  potenze  ascendenti 
della  variabile  è  possibile  in  un  modo  solo.  Ne  risulta  che  le  due 
espressioni  considerate  restano  fra  loro  identiche  anche  quando  alla 
succeasioQe  1,  ar.ai'.a^,...  si  sostituisce  una  successione  qualunque 

Aff,  A,,  At,Ai Per  esempio,  sviluppando  (a  -\-h-\-xy,  si  ha 

identicamente 

a*  +  2a{h  +  x)  +  {h''  +  2hx  +  j-')^{a  +  ny -\-2{a  +  h)x  +  .>■'  ; 

ma  si  può  anche  scrivere 

a*Aa  +  2a{ftA^  +  A,)  +  (h^A^  +  2A4,  +  .•!,) 
=  («  +  A)Mo-+-2(a  +fi)A,  +  A,. 

qualunque  siano  i  numeri  A^,A,,A,. 
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2.  Si  usa  rappresentare  simbolicamente  (*)   con  f(x  +  Ah)  Te- 
spressione 

É  particolarmente  notevole  la  funzione  simbolica  e^,  cioè 

-^0  +  -J-  -^  172  "*"  r.  2"  3  "^  •  •  •  '  ^'^^ 

che  dicesi  funzione  generatrice  della  successione  A^,  A^,A^^ .. , 
È  bene  osservare  che  la  regola  di  moltiplicazione  delle  serie  si  tra- 
duce neireguaglianza  simbolica 

e^' .  e^''  =  et^+^'i' ,  (4) 

che  spesso  adopreremo  in  seguito.  Le  definizioni  precedenti  esigono, 
rigorosamente  parlando,  che  le  serie  (2)  e  (3)  siano  convergenti. 
Nondimeno,  buon  numero  delie  serie  che  incontreremo  non  sono 
convergenti,  ma  cominciano  a  convergere  rapidamente,  in  modo  da 
approssimarsi  molto  ad  una  quantità  determinata,  da  cui  si  allon- 
tanano poi  per  diventare  manifestamente  divergenti  o  indetermi- 
nate. Per  queste  proprietà,  le  serie  di  cui  si  tratta  si  dicono  semi- 
convergenti, 

8.  Numeri  di  Bernoulll.  Diconsi  numeri  di  BemoutU  i  numeri 
definiti  daireguaglianza  simbolica 

{B  +  iy  —  B^=p,  (5) 

in  cui  debbonsi  a  jp  successivamente  attribuire  i  valori  1,  2,  3,...: 
si  suppone  inoltre  -So  =  1.  Cosi  trovasi,  per  p  =  2, 

2Bi  4-1=2,    da  cui  si  deduce   B^  =  ^  ; 


(*)  Leggi  i  cap.  XIII  e  XIV  della  «  Théorie  de»  Nombres  •  di  E.  Lucai. 


f^-T 
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poi,  per  p  =  3 , 


35j  +  3^5^  +  1  =  3,    da  cui  si  deduce   3^  =  ^  ; 


X  •  • 


e  COSI  Yia  SI  ottiene 

^3  =  0,     B^  = ^,     ^5  =  0,     5g=^,     B,=0,      -^8  =  gg, 

^9  =  0,   5io=gg,  B^^  =  0,   5^8= — 2730'   -^i3  =  Q'  ^**^^6* 
fi    -0      fl    _'_3617       ^    _o       7?    -43867  _ 

4.  Si  ha  identicamente 


+ 


[iB  +  iy-B^)'^  +  (iB+iy-B^y^+,.., 


ovvero,  in  virtù  di  (5), 

r{^x  +  {B  +  i)h)—noo-{-Bh) 

Per  conseguenza,  se  si  tien  conto  dell'identità  (1),  si  può  scrivere 
f((a)  +  h)  +  Bh]'^  f{x  +  Bh)  =  hrix  +  h).  (6) 

E  questa  la  formala  fondamentale  nella  teoria  dei  numeri  ber- 
noulliani.  Ponendo  a?  =  —  h,  poi  cambiando  h  in  x,  si  ottiene 

f{Bx)  —  f{Bx  —  x)  =  xV  (0) .  (7) 

5.  /  nuTn^t  cU  BemouUi,  con  indice  dispari^  sono  nuUi,  tranne 
5j  =  -i- .   Infatti,  per  f{x)  =  x^  la  formola  (7)  dà 

BP  —  {B—if=^0,  (8) 
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purché  non  siap  =  1 ,  nel  qual  caso  il  secondo  membro  è  1.  Dunque 
si  ha,  per  p  >  i, 

ovvero,  facendo  p  =  2n , 

2n  .    2n(2n-l)(2n^2)  2n(2n-- 1)  (2n-2)  ^        . 

T  ^^-^ ^  rT2T3  ^^-^  +  •••"! TTTs ^^  =  0. 

Questa  relazione  fa  vedere  che,  se  B^,  B^,  B,, . . .  ..^m-i  sono  nulli, 
anche  Bi^-i  è  nullo;  ecc. 

6.  Per  f(,v)  =  e'  la  formola  (7)  fornisce  la  funzione  generatrice 
dei  numeri  hemouìliani.  Infatti ,  osservando  (4),  si  può  scrivere, 
successivamente, 

pBx pBx      p-.r  rr  pBt  ^'^  _ 


.♦  _  < 


Cloe 


e*- 


jTj  — l  +  ^,^^4-_i-2  +  1.2.3  + 1+  2  +12~720"'"  • 


Per  altre  forme  di  f{x)  la  formola  (7)  fornisce  altri  interessanti  svi- 
luppi in  serie.  Per  esempio,  se  f{x)  •=  cos  ^ ,  si  ha 

cos^iT  —  cos^a?  cos.r  —  senBjc  sen^  =  0. 

Ora  si  osservi  che,  essendo  B^  =  B^  =  B.j  =  . .  .=^0,  è  pure 

„^  B^x^     ,         B^x^  OS 

sen//.r_i/,.r  — y   2   3  -hy-2    374.5  — "2   " 

Dunque,  cambiando  ,r  in  2a?, 

r»  „  sen  2ic  . 

C0S25.rz=r,/;—  -  .---_=i:,?7C0t^. 

1  — cob/x 


In  altri  termini 


X  cot./;  1:1^  1  —   ,-^  -L  :ì 


1.2        1.2.3.4 


-^-^  • 
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Da  questo  sviluppo  si  deducono  poi  subito  quelli  di  -^ ,  tgiz?,  ecc., 

S6u  ce 

osservando  che 

X  1 

cot-s-  —  cota?  = ,    cota?  —  2cot2a?  =  tgo? , 

2  senaj    '  ^ 

ecc.  Si  ottiene  cosi 

OJCOta?  — 1  —-3-— 45  945         •••» 


*C  •       I      Slj        I       tic      I        013/         I 


sena;  '     6    '   360   '    15120 


tga?  =  ^  +  ^  +  -j5- + -3J5-+ . . . . 


7.  Numeri  di  Eulero.  Dìconsi  numeri  di  Eulero  i  numeri  de- 
finiti dalla  relazione  simbolica 

(JS;  +  l)''  +  (^— 1)^  =  0, 

dove  a  p  si  attribuiscono  successivamente  i  valori  1,  2,  3, ...  :  si 
suppone  inoltre  Ef^=^i.  Si  trova  cosi  la  successione 

1,  0,  —1,  0,  5,  0,  —61,  0,  1385,  0,  —50521,  0,  2702765,... 

È  conseguenza  evidente  della  definizione  che  i  numeri  di  E'iUero, 
con  indice  dispari,  son  tutti  nulli.  Intanto  si  ha  identicamente,  in 
forza  della  definizione  stessa, 

f{x  +  {E+i)h)  +  f{,r  +  {E-i)h)-^2f{af)\ 

poi,  osservando  (1), 

r((^  +  h)  +  Eh)  +  r[{x  -  ^)  +  Eh)  =  2f(x)  : 

È  questa  la  formxAa  fondamentale  nella  teoria  dei  numeri  eule- 
riani. Facendo  ;r=0,  poi  cambiando  Ti  in  ^,  si  ottiene 

r(Ex  -f  X)  4-  f{Ex  —  x)  =  2f(0) . 
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8.  L'ultima  formola  dà,  per  f(x)=e',  osservando  (4), 


In  altri  termini  la  funzione  generatrice  dei  numeri  euleriani  è 

i-x  —  *-         «>     '    olì         7on    i    •  •  • 


é'  +  e"  2     '    24        720 

Altri  interessanti  sviluppi  si  ottengono  per  altre  forme  di  f{xy 
Per  esempio,  per  f{x)  =  sen  a; ,  si  ha  sen  Ex  =  0 ,  e  si  vede,  una 

volta  di  più,  che  i  numeri  E^yE^.E^, son   tutti  nulli.  Per 

f{x)=^co%x  si  tix)va  cos-&a7  =  seca?,  cioè 

sec^  — ^+2  "^24'    720  '■"• 

Del  resto  i  numeri  di  Eulero  sono  legati  in  modo  assai  semplice  a 
quelli  di  Bernoulli.  Infatti  si  ha 

ed  il  paragone  fra  i  coefficienti  di  or''. porge  subito  l'eguaglianza 
simbolica 

_(4B-1)P--(4B-3)P 

Inversamente  dairidentità 


si  trae 


^/>—    2p(2p  — 1) 
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XLI.  FORMOLE  SOMMATORIE. 


1.  Fopmola  di  Eulero.  Per  giustificare  gli  sviluppi  preceden- 
temente stabiliti  è  necessario  conoscere  Terrore  che  si  commette 
fermandosi  ad  un  termine  qualunque,  e  dimostrare  poi  che  questo 
errore  tende  a  zero  quando  cresce  indefinitamente  il  numero  dei 
termini  adoperati.  Limitandoci  ai  numeri  bernoulliani  riprendiamo 
la  formola  fondamentale  (6).  Se  si  pone,  per  brevità, 

si  può  alla  detta  relazione  dar  la  forma 

hf\x-\-h) 

% 

E  questa  la  forinola  sommatoria  di  Eulero  (*).  Rigorosamente  si 
può  soltanto  scrivere 

hr(x  +  h)  (9) 


-  ^f(x)  +  ?;  ^  Ar{x)  +  f 'I'  £^r{x)  + . . .  +  ^;;f  a/»  (.v)  +  r^ 

cercando  poi  di  determinare  i  limiti  fra  i  quali  può  variare  il 
resto  R„.  Tale  determinazione  è  stata  fatta  da  Malmstén  (**),  che 
ha  trovato,  per  n  pari,  queste  due  espressioni: 


(*}  In»litulion€S  caleuli  differenlialis  (cap,  V). 

(**)  Giornale  di  Creile,  1S47,  p.  55.  Un'altra  forma  di  i?„  è  stata  proposta  dal  Sonin  (An- 
nalfs  de  VÈcole  norm.  sup.  1889,  p.  257). 
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Siccome  la  dimostrazione  di  queste  forraole  richiede  la  conoscenza 
del  Calcolo  integrale  (*),  qui  ci  contenteremo  d'una  espressione 
meno  soddisfacente,  ma  che  basta  per  le  applicazioni  ordinarie,  e 
si  può  stabilire  in  modo  semplicissimo. 

2.  Alla  funzione 

sì  applichi  il  teorema  di  Lagrangia 

^{x  +  h)  —  (p(.r)  =  ^<p'(a?  -t-  ^h) .  (10) 

Poi  si  osservi  che 

tpijc) = f{co) + ^^  r{x) + f I  r '(0?) + . . . + ^-  f'-Kx) , 

mentre,  in  virtù  di  (8),  si  ha 

(p(x  +  h) 

e  però,  adoperando  (9)  e  (10), 

R^  =  —  h(p^(X'\-en). 

Intanto  è  facile  vedere  che 


cp-c^ì^^^-t^^V-^'-w. 


Dunque 


i?,  =  —  -—j--  A"+'r"+"(-»  +  e/i) 


(*)  TANNBR7,   Fonctìons  d^unt  variable,  p.  353.  Darboux,  Sur  hi  dé99lopp9m€nts  «n 
térie  (Giornale  di  Lìouville,  sarie  3»,  t.  II). 


h  anzitutto  necessario  conoscere 
i  limiti  fra  cui  varia  l'espressione  simbolica  (fi  —  6)"  quando  9  varia 
da  0  ad  1,  e  questo  si  apprenderà  fra  breve;  ma  bisogna  anche 
sapere  come  varia  fi.  quando  n  oltrepassa  ogni  limite.  Quest'ultima 
questione  non  si  potrà  risolvere  se  non  nelle  ultime  lezioni,  e  sol- 
tanto allora  ci  sarà  dato  asserire  la  legittimità  degli  sviluppi  di 
-^^,  ,  j; cot  te,  tg ic,  ecc.,  ed  indagare  con  quale  approssi- 
mazione 8i  possano  adoperare  altri  importanti  sviluppi'  non  conve/-- 
genti,  che  fra  breve  incontreremo. 

3.  Facmala  di  Hae-Laurln.  Cambiando  x  in  x -\-  h,  oc -{-  2h,.., 
nella  formola  (6),  poi  sommando,  si  ottiene 

h{ria;  +  h)-\- r(a;  f2h)  + . . .  +  ria;  +  nìi)) 
=  f{x  +  nh  +  Bh)  —  f{x  +  Bh) . 
Quindi,  per  0^=0,  e  cambiando  h  in  .v, 

ar(r{^)  +  r(2^)-l-  ■  ..'\-nri';))=f{nx  +  Bx)~f{Bj:). 
In  particolare,  per  .-e  =  1 , 

riii+/''(2)+ri3)+.--+r(n)^n«+fi)-/'(fi)   (n) 

È  questa  la  formola  sommatoria  di  Mac-Laurin.  Si  osservi  che 
il  secondo  membro  non  è  che  ta  rappresentazione  simbolica  di 

C  +  An)  +  ^  r(n)  +  i^  r\n)  +  j-^^  r"(«)  +  . . . , 

essendo  C  una  costante  da  determinare  in  ciascun  caso.  Si  sottin- 
tende che  r^uaglianza  (il)  non  si  può  adoperare  rigorosamente 
se  non  dopo  avervi  introdotto  l'espressione  del  resto. 

4.  Applleazloni  ■  a)  Somma  deUe  poterne  etmili  dei  primi  n   Numeri 
interi.  Per  /■(a:)  =  xM-»  U  fonoola  (U)  dà  sabito 

l' -f  2' +  3" +  ...+»'  =  ^-^^^^^S—^  • 


"V w-w- 
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cioè 

Per  esempio: 

l_i.2-U3-...+«=?j4-"-  =  i«H«+l), 

l.  +  2»  +  :P.u...-^n»="j-i-**  +  y  =  J*(*+l)(2«+l), 

=  ^n(n-t-l)c2n-^l)(3H«^3n-l), 

1 5  +  2*  4- 35  4- . . .  -4- «*  =  — -i.  ?'  4- ^-*  —  — 

i-r^-r-»-r---i-w       g    .    2    '    12       12 

=  ^^2^«vn+n«(2n»  +  2n-l), 

1  -r^ -^-^  -h  ••-i-w  —  -.  -h  2    i-  2        6    '42 

=  ^^2 '•('*  "^  ^)  ^^**  +  ^)  (^'**  +  ^' —  ^**  +  ^) ' 

=  vr;  «\«  +  1)'  (3»'  -f  6n'  —  n»  —  4«  4-  2) , 


ti 


bj  Serie  armonica  (cfr.  XXIV,  13).  Per  f{x)  =  \Qgx  la  formola  (11^  dà 
l+|+J-  +  ...+  Ì-=log(n  +  B)-logB  =  C  +  Iogn  +  log(l  +  ^), 
cù'è,  in  serie  semi-convergente, 

*  "^  2  +  3  +  •  •'"  n  = '^"'"'''^*'^2n'~  Ì2r?+  Ì20i?~  252;;ì*  +  "* 


\  ■" 
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e)  Farmola  diSUrhng  (cfr.  XXXVIII,  5).  Similmente,  per  f{x)  =  x\ogx 
si  ottiene 


—  a?. 


«I     — H-f-.^     — . 


ma  non  bisogna  dimenticare  che  la  serie  contenuta  in  esponente  non  converge. 


li 


5.  Polinomi!  di  Bornoulli.  Hanno  importanza  per  la  ricerca 
delle  diverse  espressioni  del  resto,  mediante  il  calcolo  integrale,  i 
polinomi! 

(aj_-j._f-.B)H-i— ^Bp+i 
cioè 


(Pp{x) 


che  diconsi  poltnomit  di  BemouUt  Si  è  visto  nel  paragrafo 
precedente  che,  quando  x  è  intero,  (^p{x)  esprime  la  somma 
P  +2P  -}-. ..+((» — l)p.  Ora  cerchiamo  di  vedere  come  varia  ^p{x) 
neirintervallo  (0,  1).  Evidentemente  9^  (1)  =  0,   e  si  vede  anche, 

osservando  (8),  che  (pp  (0)  ==  0.  QuaFè  il  valore  di  cp^  (  4"  ì^  S'  ^^ 


■  n 


% 

■i 
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,(*-!) 


Bx       -  - - 

e    .e    * 


xe 
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xe^ 
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xP 

e  se  ne  deduce,  uguagliando  fra  loro  i  coefficienti  di    -,-   nei  due 

P  • 

membri, 


Dunque 


( 


B-')'  =  25-B,= 


i  —  -2P-.,  I  Bp 


^p  \  i 


.2 


Ne  segue  che,  se  ;?   è  pari,,  qpp  (-,,  )=:0.   Ciò  premesso,  -dimo- 
striamo che,  nell'intervallo  (0, 1),  i  polirìomii  di  BeymovÀli  con  in- 
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dice  pari  si  annvUlano  solo  nei  punti  estremi  e  nel  punto  medio, 
nel  quale  cambiano  segno,  e  che  i  polinomii  con  indice  dispari  si 
anmUlano  solo  nei  punti  estremi,  e  raggiungono  il  mjassirm  va- 
lore assoluto  nel  punto  medio  dell'intervallo.  Queste  proposizioni 
si  verificano  facilmente  por  qpj  e  9, .  Basta  dunque  far  vedere  che, 

se  son  vere  per  cPj ,  <?« ,  cpg, ,  q>i^t ,  sussistono  per  qp««_i  e  cp»». 

Si  osservi  che 

<p',_i  :=  {,jc  —  1  +  B)*"-^  =^  (2n  —  1  )  cp,,_> .  (12) 

Se  (psn-i  potesse  annullarsi  in  qualche  punto  6  deirintervallo  (0,  ij, 
gli  estremi  esclusi,  la  derivata  (p'f..i  dovrebbe  annullarsi  negli  in- 
tervalli (0,  9)  e  (9, 1),  esclusi  gli  estrerai,  ed  altrettanto  avverrebbe, 
in  virtù  di  (12),  per  <p>._2 .  Ciò  non  è  possibile,  giacché,  per  le  ipo- 
tesi fatte,  (ptn-2  sì  annulla  soltanto  nei  punti  0,  -h-  1 1-  Inoltre  l'egua- 
glianza  (12)  mostra  che  (p'tn-i  conserva  un  segno  costante  quando 
,/;  varia  da  0  ad  ^  ,  si  annulla  per  .r  =  ,.  ,  poi  prende  e  con- 
serva un  segno  opposto  quando  ./•  varia  da  ^  ad  1.  Ciò  prova  che 
la  funzione  q)i»_i  varia  sempre  in  un  senso  nell'intervallo  1 0,  -o~  )*^ 

varia  in  senso  opposto  nell'intervallo  f  «  >  ^  )  »  dimodoché  la  fun- 
zione 

non  può  annullarsi  che  una  volta  sola  in  ciascuno  degli  intervalli 
lo,  2  )  ^^  ("'2~'M'  ^^^'  ^®  ^'"   potesse  annullarsi  in  un  punto 

deirintervallo  (0, -Ò-),  0  in  punto  di  [  o  »0»  8^^  estremi  esclusi, 
la  sua  derivata  dovrebbe  annullarsi  almeno  due  volte  nell'intervallo 
(  0,  I  0  almeno  due  volte  nell'intervallo  (  -2"  »  i  )  »  ©  si  é  visto  che 
ciò  non  è  possibile.  È  dunque  vero  che  cpt»  si  annulla  soltanto  nei 
punti  0,        ,  1. 
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6.  Dalle  precedenti  considerazioni  risulta  altresì  che  <ptn-i  rag- 
giunge il  massimo  valore  assoluto  per  a?  =  -r-  ;  e  però  si  ha, 
quando  x  appartiene  a  (0,1), 


cp,,_,(a;)|<(l-|.)LM, 


Ne  risulta  che,  se  n  è  pari,  e  9  un  numero  compreso  fra  0  ed  1,'v 

Goffl  vediamo  che  il  valore  assoluto  di  (B  —  9)"  non  supera  quello 
di  5»,  e  però  l'espressione  del  resto  Rn^t^  trovata  nel  §  2,  non 
supera,  in  valore  assoluto,  la  prima  delle  espressioni  di  R^,  date  da 
Malmstén.  Ciò  prova  che  le  due  espressioni  sono  ugualmente  van- 
taggiose allorché  si  tratta  di  dimostrare  che  il  resto  tende  a  zero; 
ma  non  si  può  dire  altrettanto  quando  sì  cerca  di  limitare  I  Rn  \  nelle 
serie  sermconvergenti  che  fornisce  il  calcolo  simbolico. 


XLH.  FONDAMENTI  DELLA  TEORIA 
DEI  NUMERI  COMPLESSI 


1.  Data  l'unità  di  misura,  OA,  i  numeri  positivi  possono  essere 
rappresentati  sopra  una  retta,  dopo  aver  fissato  su  questa,  arbitra- 
riamente, l'origine   0.  Cosi   ogni  < ^ ^^ 

punto  della  retta'  è  determinato  À'  i — ^o  »  a  i- 
dalla  corrispondente  ascissa,  e,  viceversa,  il  numero  a,  che  misura 
quest'ascissa,  si  può  consider-are  come  rappresentato  dal  punto  stesso, 
che  si  dice,  per  brevità,  il  punto  a.  Per  introdurre  poi  il  concetto 
e  la  rappresentazione  dei  numeri  negativi,  si  conviene  di  conside- 
rare una  nuova  unità,  0A\  uguale  alla  prima,  ma  diretta  in  senso 
opposto.  Cosi  tutti  i  numeri  reali  vengono  rappresentati  mediante 


r 


\ 
1 


K  0 
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i  punti  deirasse  delle  ascisse.  QuaFè  Tespressione  analitica  atta  a 
rappresentare  gli  altri  punti  del  piano?  Ck)minciamo  dal  conside- 
rare i  punti  deirasse  delle  {/,  ed  introduciamo  una  nuova  unità, 
OBy  sempre  uguale  ad  OA^  ma  diretta  nel  senso  positivo  dell'asse 

delle  y.  Distinguiamo  con  i  questa  nuova 
.^  •      unità,  dimodoché  ia  rappresenti  una  lun- 

ghezza a  portata  sull'asse  delle  y^  come 
- —      — a  rappresenta  una  lunghezza  a  portata 
nel  senso  negativo  dell'asse  delle  .r.  In 
B  altri  termini,  il  segno  ì  serve  soltanto  a 

stabilire,  come  il  segno  — ^  una  nuova  di- 
rezione secondo  la  quale  bisogna  muoversi  per  trovare  il  punto 
rappresentativo  del  numero  che  si  considera. 

2.  Per  applicare  il  calcolo  algebrico  ai  numeri  ora  introdotti  è 
anzitutto  necessario  definire  le  operazioni  fondamentali  in  modo 
indipendente  dalla  natura  dei  numeri  che  le  subiscono.  Dicasi  che 
l'addizione  di  due  numeri  consiste  nel  ricercare  ciò  che  diventa 
uno  di  essi  quando  l'altro  si  assume  ad  origine.  Allora  a'\-iì)  rap- 
presenta il  punto  iì)  nell'ipotesi  che  l'origine  si  trasporti  nel  punto  a. 
Il  numero  a-\-ib^  che  dicesi  numero  complesso^  rappresenta  dunque 
il  punto  del  piano  che  ha  per  coordinate  a  e  &,  e,  viceversa,  questo 
punto  rappresenta  il  numero  a-^ib,  che  dicesi  affisso  al  punto 
considerato.  L'eguaglianza  fra  due  numeri  complessi  equivale  al 
coincidere  di  due  punti  del  piano,  e  però  si  scinde  necessariamente 
in  due  uguaglianze,  una  fra  le  parti  reali  dei  due  numeri,  l'altra 
fra  i  coefficienti  di  l  In  particolare,  per  avere  a-\-il)  =  0,  occorre 
e  basta  che  sia  «  =  0,  b  =  0. 

3.  Similmente,  posto  che  la  moltiplicazione  di  due  numeri  con- 
siste nel  vedere  ciò  che  diventa  uno  di  essi  quando  l'altro  si  assume 
ad  unità  di  misura  dei  numeri  positivi,  si  osservi  che,  per  avere  i, 
bisogna  far  girare  di  90*^  l'unità  di  misura  OA,  intorno  ad  0,  in 
senso  opposto  a  quello  delle  lancette  d'un  orologio.  Pertanto  i*, 
cioè  2.2,  è  ciò  che  diventa  i  quando  OB  si  assume  ad  unità  di  mi- 
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sura  dei  numeri  positivi.  Per  avere  i*  bisogna  dunque  far  girare 
GB  di  90^  intorno  ad  0,  nel  senso  definito  precedentemente,  e  si 
ottiene  cosi  0A\  dimodoché  ?  =  —  1.  Perciò  ai  numeri  complessi 

si  può  dar  la  forma  a-\-b\^  —  1- 


4.  Rappresentazione  trioonometrioa.  In  coordinate  polari 
a=:pcos0,  &  =  psen9,  e  però  al  numero  complesso  a-\-iì)  si  può 
anche  dar  la  forma  p(cos9 -j-^senO),  dove 


pz=z:(/a«"+ft'    .     e  =  arctg 


a 


L'arco  8,  cui  si  può  sempre  sostituire  9  +  2/t7T,  qualunque  sia 
l'intero  k,  dicesi  argomento  del  numero  considerato,  mentre  p, 
sempre  reale  e  positivo,  è  il  modiclo  dello  stesso  numero,  e  si  rap- 
presenta con  \a-\-ib\.  Si  noti  che  per  VannvMarnento  d'un  numero 
complesso  è  necessario  e  sufficiente  l'annullamento  del  m^tUo. 


5.  Addizione  e  sottrazione.  La  definizione  dell'addizione 
mostra  subito  che  la  somma  dei  numeri  e 
e  &  è  affissa  al  punto  che  si  ottiene  co- 
struendo il  parallelogramma  sui  lati  Oc,  Oc': 
le  coordinate  di  questo  punto  sono  eviden- 
temente a  +  a',  b-{-l)\  Dunque 

(a  +  ib)  +  {a'  +  iV)  =  (a  +  a')  +  i(b  +  b'). 

Similmente  si  dimostra  che 

{a  +  ib)  —  (a'  +  ib')  =  {a  —  a')  +  i{b  —  b'). 

Il  punto  e  —  &  è  simmetrico  di  e -{-e'  rispetto  a  e  :  esso  è  l'estremo 
del  segmento  uguale  e  parallelo  a  c'è,  condotto  per  0.  La  figura 
mostra  inoltre  che  il  modtUo  della  somma  di  due  numeri  complessi 
è  sempre  compreso  fra  la  somm/z  e  la  differenza  del  moduli  dei 
due  numeri. 
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6.  Moltiplioazioae.  Quando  OA  è  yunità  di  misura  si  ottiene 
e*  facendo  girare  di  8'  Tasse  Ox  intorno  ad  0,  prendendo  poi  su  esso, 

a  partire  dairorigine,  una  lunghezza  che  stia 
ad  OA  nel  rapporto  p'.  Se  ora  si  considera  Oc 
come  unità  di  misura  dei  numeri  positivi, 
facendo  girare  di  9'  questa  retta  intorno  ad  0, 
si  ottiene  una  retta  che  fa  l'angolo  9-f  8' 
0  ^        £       con  OXy  e  sulla  quale,  per  trovare  ed,  si 

deve  portare,  a  partire  dall'origine,  una  lunghezza  che  stia  a  p  nel 
rapporto  p',  cioò  una  lunghezza  pp'.  Ne  segue,  estendendo  questi 
risultati  al  caso  di  più  fattori,  che: 

a)  Uargomenio  d'un  prodotto  è  itfftuzle  alla  somma  degli  ar- 
gomenti dei  fattori. 

b)  Il  modulo  d'un  prodotto  è  ugtutle  al  prodotto  dei  moduli 
dei  fattori. 

In  altri  termini 

{a  +  ib)  {a'  +  ib')  =  pp'  [cos(e  +  e^  -f  ^  sen  (e  -f-  8')]  , 

ovvero,  sviluppando  il  secondo  membro, 

(a  +  ìb)  (a'  +  ib')  =  (aa'  —  bV)  +  ì{ab'  +  a'b) , 

e  si  vede  che  il  secondo  membro  è  precisamente  ciò  che  si  ottiene 
quando  si  fa  il  prodotto  di  a  +  ib  per  a'  +  iV  con  le  regole  abi- 
tuali, tenendo  conto  della  relazione  ^=  —  1.  Si  osservi,  in  parti- 
colare, che  il  prodotto  di  due  numeri  coniugati,  a-\-ib  ed  a  —  ih, 
è  uguale  al  quadrato  del  modulo  comune. 


7.  Perchè  un  prodotto  sia  nullo  occorr^e  e  basta  che  sia  ntUlo 
uno  dei  fattori.  Siano  p,p',p",...  i  moduli  dei  numeri  complessi 
e, e', e",....  Se  cc'c"...  =  0,  è  anche  pp'p"...  =  0.  Perciò  dev'essere 
nullo  almeno  uno  dei  numeri  reali  p ,  p' ,  p" , . . . ,  e  quindi  (§  4) 
sarà  nullo  almeno  uno  dei  numeri  complessi  Cyd ,d\ Vice- 
versa, se  uno  di  questi  numeri,  e  per  esempio,  è  nullo,  si  avrà 
successivamente  p  =  0 ,   pp'p" . . .  =  0 ,   cdd* . . .  =:r  o. 
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8.  Divisione.  Da  ciò  che  si  à  dimostrato  nel  §  6  risulta  subito 


P' 

per  a'-^-iV,  dimodoché 


che  -s^  è  il  modulo  e  9  —  9'   Targomento  del  quoziente  di   a-{-ib 


ovvero,  sviluppando  il  secondo  membro, 

a  +  tó  _aa'  +  bb[       .a'b  —  ab' 

a'  +  to'  —  a'2  +  ò'2  +  ^  a'>  +  6»  ' 

purché  p'  >  0.  Si  osservi  che  l'ultimo  risultato  si  otterrebbe  anche 
moltiplicando  numeratore  e  denominatore  per  a'  —  ib\  Dunque, 
riassumendo,  è  lecito  sottoporre  al  calcolo  algebrico  i  numeri  com- 
plessi, come  se*  fossero  numeri  reali,  e  come  se  il  se^no  i  rappre- 
sentasse un  numero  soddisfacente  a  /*  =  —  1. 

9.  Forinola  di  Moivre.  Applicando  la  regola  per  la  moltipli- 
cazione dei  numeri  complessi  ad  n  numeri  cos9  +  /sen9,  si  ottiene 

(cos9  4-  «"sen9)"  -•=  cosn9  -|-  « senn9 . 

E  questa  la  formola  di  Moivre,  che  facilmente  si  estende  al  caso 
di  n  qualunque.  Sia  n  =  — p,  con  p  intero  e  positivo.  Si  ha 

(cos9  +  ^sen9)''  = 


(cos  6  -f- 1  sen  e)*         cospB  -\-  i  sen  p6 

=  cosj?9  —  ^senjp9  ==  cosn9  +  ^senn9 . 


\ 
SI  ponga 


Se  n  =  - ,  dove  p  Q  Q,  sono  interi,  positivi  o  negativi,  primi  fra  loro, 

(cos 9  +  /sen  9)9  in:  cos^  -f-  /sen  t . 


Elevando  i  due  membri  alla  potenza  q  si  ottiene 

cos/>9  4-  /senp9  ~  Qosqi  -j-  isQnqt . 
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Dunque 

Ne  segue  che  (cos6-|-^sen0)»,  oltre  al  valore  cosn9  +  èsen»ie, 
che  corrisponde  a  h  =  0,  ha  altri  q  —  1  valori,  che  corrispondono 
a  ftn^l,  2,  3,...,^ — 1,  giacché  per  ft  =  g,  ^  + 1, . ..  si  ripro- 
ducono indefinitamente  i  medesimi  valori.  La  formola  di  Moivre 
permette  di  esprimere  le  linee  trigonometriche  dei  multipli  deirarco 
0  in  funzione  di  cosG  e  senO.  Infatti,  sviluppando  il  primo  membro 

con  la  formola  di  Newton,  si  ha  suhito 

* 

cosne  =  cos"9  —  -- !!  ~   ^ cos»-'e  sen*0  4- . .  . 

senno  =:  ?  cos— * 9  sene  —  *^'"  j ^— -^' cos*-^9  sen'9  -f  . . . 

10.  ApplicasioaS  geoanetriclM  i  a/  Qaando  si  pone  /  =  ^(5)  si  defi- 
msoe  una  trasfonnaxio&e  geometrica,  per  mezzo  della  quale  ogni  ponto  s  si  cambia 
in  un  detenninato  ponto  z'.  Se,  per  esempio,  si  studiano  le  trasformazioni 

1 

SÌ  riconosce  sabito  che  aggiungere  la  costante  e  a^  a£Bsù  di  tutti  i  punti  d'una 
fignra  è  lo  stesso  che  far  subire  a  questa  una  tradoffiome,  misurata  in  grandezza 
e  direzione  dal  segmento  Oc.  Moltiplicare  i  detti  affini  per  nna  costante  è  sot- 
to(H>rre  successÌTamente  la  figura  ad  una  rotazùme  intomo  ad  O,  misurata  dal- 
Targomento  della  costante,  e  ad  una  diìataziome  (o  contrazioDe)  intomo  ad  0, 
misurata  dal  m^xlalo  della  costante  stessa.  Finalmente  la  trasformazione  per  mezzo 

della  quale  sì  p^i^sa  dai  punti  z  ai  punti  —  equifale  aU*iiiàeme  d*nna  mversiotie 

^cambiamento  di  p  in  p~')  o  trasformazione  )-er  raggi  vetttffi  reciproci,  rispetto 
al  circolo  di  rag^o  1,  col  centro  in  O,  e  d'un  nhtftttifwlo  della  figura  (cam- 
biamento dì  8  in  —  8)  sul  suo  stesso  piano,  intorno  all'asse  àtà.  numeri  reali. 
Tutte  queste  trasformazioni  sono  casi  particolari  della  seguente 

.  _  or  —  8 
'~T--b' 

che  si  chiama  a..<,i>5*-«onc  ìineart,  Rista  scrÌTere 

1  St  — ai   . 

T  T-   -^    / 
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per  con  vincersi  che  ogni  sostituzione  lineare  è  scomponibile  in  una  snccessione 
delle  trasformazioni  più  semplici^  testé  considerate. 

b)  Dati  quattro  nameri  ^,  ^, ,  g^^  r,,  è  generalmente  possibile  trovare  va- 
lori non  tutti  nulli  di  ft] ,  k^,  ìe^,  che  abbiano  nulla  la  somma,  e  sian  tali  che 
la  relazione 

k^{zz^  +  ^%^ù 4- *a(^-f»  -^ ^3^1)  +  hi^^s  +  Z\H)  =  0  (1) 

sia  verificata.  Basta  prendere 

*i  =  {^^i  -'-  ^s^i)  —  (^fi  -^  h e%)  =  (•?  —  £1)  (-fi  —  ^3) . 
h  =  («^a  +  ^1  ^s)  —  (*^i  +  ^4  ^3)  =  (^  —  -fj)  (^3  —  ^1) , 
*3  =  (^^i  +  ^8^3)  —  (^^8  +  <^3^l)  =  (^  —  •«'s)  (^1  —  -^a) . 

I  valori  dei  mutui  rapporti  delle  k,  presi  col  segno  cambiato^  sono  i  rapporti 
anarmonici  dei  quattro  numeri,  e  precisamente  si  chiama  rapporto  anarmonico 
dei  numeri  e ,  z^y  z^^  z^y  considerati  nell'ordine  in  cui  sono  scritti,  e  si  rappre- 


senta  con  {zziz^z^),  il  rapporto  —  ^  ,  cioè 


sono 


(ZZ   Z  Z):='-  (^  —  ^^  (^3  —  ^1)  ^  f  —  ^ì   .  ^1.  -Ì2 
^      1    «    3>'  (ir  —  i-g)  (<?,  —  ^sj  ir— ^j-^j— 53" 

Se  si  prescinde  dairordine,  si  hanno  sei  valori  del  rapporto  anarmonico 

*J .  f^3 fh         1  ^1  „  _   ^  "  I     *3  -1  *■ 

ki 1         kj k^-f-k^ k^ ^^ ^ 

Arj         A  AC3  AC3  fCi         ACj  ~p*  A>3         A  ""^  1 

rìducentÌBi  a  tre  distinti  valori  [  — 1,^,2)  quando  due  coefficienti  k 

uguali  fra  loro,  ed  a  soli  due,  radici  immaginarie  di  z^-\-ìt  quando  i  tre  coef- 
ficienti sono  affissi  ai  vertici  d'un  triangolo  equilatero.  La  situazione  dei  quattro 
nomerì  si  dice  armonica  nel  primo  caso,  equianarmonica  nel  secondo.  Se  la  per- 
matazÌMie  dei  quattro  numeri,  dedotta  dalla  permutazione  principale  zz^zjz^f 
è  pari,  il  rapporto  anarmonico  è  dato  dalla  formola 

(0,-1,  l)X  +  (-  1.1.0) 
(-1,  1,Ò)X  +  (1,Ò,-1)' 

in  cui  bisogna  prendere  il  primo,  il  secondo  0  il  terzo  coefficiente,  nelle  paren- 
tesi, secondo  che  il  termine,  che  si  trova  insieme  con  z  negli  estremi,  0  nel  mezzu, 
della  permutazione,  h  Zi,  z^  0  z^.  Sq  la  permutazione  è  dispari,  il  rapporto  anar- 
monico si  ottiene  sottraendo  da  1  il  valore  fornito  dalla  formola  precedente. 


S«  Ff-i  6  il  modalo  dì  ;^  —  e,,  distanu  dei  paoti  z^ 
.   bft  il  idoiÌdIo 


e  rar^inento  ugnale  alU  dìSerenia  tn  gli  ugolì  sotto  i  quftli  dju  pQDti  tei, 
fi  vede  il  «epnento  *,;,.  Dooqae  il  tùpùfeato  dei  rapporto  attarmonieo  è  s» 
ilam^ùtìmttile  geomelriro  :  eno  la^isìste  ioTariiito  per  qii»lsÌTog1ia  cBmb lamento  -M 
Assi.  Sii-Mine  poi  un  Ul  rnnbiamenlo  eqainle  «Ila  tnsfornui liane  i=^ai~i, 
eoa  a  ^=  I .  ti  è  Ditnralinente  condotd  >  stndiare  l'effetto  d'ana  Bostitnzion« 
line*»  qaalQDqae  tal  rapporto  anttnnonira  di  qaattro  panti.  Eseguendo  saues- 
utaiDente  le  tre  tra»fi>rm«i:ùni  elementarì.  nelle  qnali  i  scomponibile  ogni  soed- 

taziune  linetre,  cwnbi^indo  cioè  rtn  ^  ~f,  o  in  et,  o  in  —,  U  reluione  ^1) 

non  ce«sa  di  essere  s.iddisfstla.  Danqa--  le  Mttitutioii  Hiuari  non  alterano  i  rap- 
porti anarmoniri.  N'e  snr'je,  per  e-^nipio,  che  dds  aoatitiiEÌane  lineare  trasforma 
i  cimili  del  piano  in  altri  eirv'  li,  perohe  qoattro  ponti  silnati  sopra  una  circoD- 
ferenia  hanno  rtrsli  i  nppvrtl  anirmonioi.  e  ^Mome  qoesti,  dopo  la  tnsfornu- 
lìone,  eonserrano  i  Kto  Tali>ri  realL  i  qaaitro  pnnti  non  cessano  di  appartenere 
ad  ana  ciretHilereiii».  eiv,  SotiaiU'.-  p^r  finire,  ohe  la  stessa  relazione  (1),  nella 
quale  «ì  Gasano  i  t.iI  >ri  ^li  ■,  e  t;,  definÌKe  nna  MStitoiione  lineare,  cbe  trasfurma 
in  si  stessi  i  ponti  ^i  e  :;  (punii  doppii  delta  trasfomiaiione). 

ifi  Se  re$pr>»$iv>ne  r  :.  sì  $^-ÌD<ìe  nella  parte  reale  e<)  in  qoella  pnrantentf 
'iiinu^niria.  ti  <>iten^4id  Jne  foniv^ni  i^uli.  «,  r,  di  x,  y.  Se  a,  6  sono  dae 
tvftanti  date,  le  equaii^ni  ti^=a.  r  =i  ^  rapi nsnitano  eerte  doe  linee  del  piano. 
■jamio  e^is:e  una  copi'ia  s.'la  di  lalori  di  a  e  ò,  tali  che  le  dae  linee  patsind 
:  er  Dn  dato  ]'nnlo  Jf  e  n  >n  abbi^ino  altri  ponti  eomniù,  a  e  b  possunu  Barrire 
a  detìr.ire  la  p^'^Ii'.>ne  di  ,V  nrl  pian->.  e  p^rò  li  cbiamaoo  le  coordinate  cnirì- 
linee  del  p'.:r.tj  smesso.  Tutto  >'ij  si  j-^i'  dire  di  dae  fouioni  qaalanqne  u  e  r; 
11 .1  '^aani  ■  qntste  fiin::i>ni  pr<.<ren^«<-  <lali'indìeata  deeompoiìlioDe  di  /'(t),  le 
ìntìn^te  iinee  rapprtseniaie  dali'eqa.i/: .Tie  h  :^=a.  per  infiniti  Talari  dt  a,  iocon- 
trano  t<n>>,r.  nal niente  le  lìr.ee  ri p presene.! te  dall'equauone  r^6:  è  qnello  che 
^^  e>prìv,:e  dk^nd<  che  si  fai  an  sistemi  li  e-jor^hmmte  emrrilniee  ortogonalL  lo- 
if.tì.  demando  jari^al^ì^ene  *' ."  ir.au  ri?}«tto  ad  «.  pù  rispetto  ad  y,  ed 
\Wserv«nJ->  ehe  W  derivate  idriiil;  ■il  f  =  --  —  iy  sono  «',=;1,  z'f  =  i,  si  ottiene 
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D'iltra  ptirte  si  «a  (XXXIV,  9)  clie  i  coeffideoti  angolari  delle  tangenti  alle  due 
CDTTe  nel  pooto  di  coordinate  x,  y,  sono 


i,  poichì  il  loro  prodotto  è 


inaegna  la  Geometria  analitica  che  le  dne  tangenti  sodo  fn  loro  porpendicoUrì. 
L'ordìnarìo  siatema  di  coordinate  cartesiane  ortogonali  è  ìndividnato   dalla  fìm-  , 

lione  f{i)  =  t,  o  più  generalmente  di  /fz)  =  cw  +  p.  Facendo  /■(/)  =  -  si  ot- 
tengono due  &miglie  di  circoli,  tangenti  agli  assi  ntill'origioe.  Per  f[e)  ^^  e',  nna 
famiglia  di  corre  k  coatitnita  da  iperboli  equilatere  concentriche,  e  l'altra  ai  ot- 
tiene facendo  girare  la  prima  di  45"  intorno  al  centro  ;  ecc. 


XLin.  RADICI  DELL'UNITA. 


1.  Si  chiamano  radici  «""  dell'unità  i  numeri  che,  elevati  alla 
potenza  »•"",  riproducono  1.  Una  stessa  radice  può  corrispondere 
a  diversi  esponenti  «.  Cod  —  le  radice  quadrata,  biquadratica,  ecc., 
dell'unità.  Fissata  la  radice  uj,  se  n  è  il  minimo  esponente,  per 
cui  si  ha  Mi'  =  1,  si  dice  che  u)  appartiene  all'  esponente  n.  Cosi 
—  i,  t,  ecc.,  appartengono  rispettivamente  agli  esponenti  2,  4,  ecc. 
Posto  lu^p  (cose-(-(sen9)  dev'essere  p"(cosn9  +  /8en«9)  =  I,  e 
però  p=:  1,  cosn9  =  1,  senn9  =  0,  cioè  n9  =  2ftit,  con  h  intero. 
U  radici  n""  dell'uDilà  sono  dunque 

u),=^  cos [-isen  —    ,    ujj  =  cos 1-  ^s<'n —  ,  .  . . 

Esse  godono   di   interessanti  proprielà,   che   vogliamo   dimjstrare 
senza  fep  uso  delle  espressioni  ora  trovate  {').  Si  noti  chi?  le  radici 
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n*"*  dell'unità  sono  affisse  ai  vertici  d'un 
nel  circolo  di  ra^io  i  e  di  centro  0.  Gii 
di  queste  radici  ha  importanza  nel  probien 
circonferenza,  ed  in  molte  questioni  di  al 
detto  problema  (*). 

2.  Se  uj  è  radice  n""  di  1,  la  successìon 
tiene  che  radici  n™  di  1.  Infatti  (u)'')'^(i; 
limitarci  a  considerare  i  soli  primi  n  U 
perchè  uu"+'  =  m" .  lu  —  iw ,  lu"^  ^^  lu', . . . 
si  dicono  primtttve  quelle  che  appartengo 
sappiamo  ancora  se  tali  radici  esistano  sei 
dimostrare  che  le  radici  n™'  dell'unità  a 
visori  di  n.  Infatti,  se  ui  appartiene  a  p, 
modochè  sia  n  =^pq  +  '".  c<™  O^r  <p, 

1  ^:  U)'  ^  lU'''^  ^  (U)'')*  .  U 

Ma,  essendo  p  il  minimo  esponente  posit 
è  possibile  che  uj'  sia  uguale  all'unità  » 
è  divisibile  per  p. 

3.  Esistono  sempre  <p  {p)  radici  n'""  dt. 
l'esponente  p.  Sia  4»(n)  il  numero  delle  i 
l'unità.  Se  uj  è  radice  «'"•  di  1,  apparten 
primitiva  p™*.  Viceversa,  t^ni  radice  prii 
appartenente  a  p,  quando  n  è  divisìbile  | 
a,b,c,...  sono  tutti  i  divisori  di  n,  si  h 
tenenti  ad  a,  ip(&)  radici  appartenenti  a  \ 

Ma  si  dimostra  in  Aritmetica  che  questa 
funzione  vCp),  che  rappresenta  il  numerc 
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e  non  superiori  a  p.  Dunque  vp(l?)=9(i?).  In  particolare  si  vede 
che  esistono  radici  primitive  «**•  per  ogni  valore  di  n, 

4.  Le  radici  n*"«  deW  unità  sono  le  potenze  successive  d'una 
stessa  radice  primitiva.  Sia  lu  questa  radice.  Già  sappiamo  che 
ui,  w',  tu', . . . ,  uj"  sono  radici  n***  di  1,  e  bisogna  soltanto  far  ve- 
dere che  tutti  questi  numeri  sono  fra  loro  diversi.  Ora,  se  potesse 
aversi  u)*  =  uj/^,  con  0  <  a  <  p  <  n,  sì  avrebbe  anche  uj^— *  =  1 
con  0  <  p  —  a<n,  e  ciò  non  è  possibile  quando  u)  è  primitiva. 
Questa  proprietà  permette  di  limitare  la  ricerca  delle  radici  n""*'  a 
quella  d'una  sola  radice  primitiva.  * 

b.  Se  u)  è  radice  primitiva  n®"*  di  1,  u)P  appartiene  alVespo^ 

nenie  -,  essendo  h  il  massimo  comun  divisore  di  n  e  ^.  Infatti, 

se  u;**  appartiene  à  k,  vuol  dire  che  nella  successione  uj'*,  UJ*^  u)''', . . . 
il  termine  ui*^  è  il  primo  che  sia  uguale  all'  unità,  e  però  nella 
successione  j?,  2^?,  3;?, . . .  il  termine  hp  è  il  primo  che  sia  divisi- 
bile per  n.  Dunque  hp  è  il  minimo  multiplo  di  p,  che  sia  anche 
multiplo  di  n.  Ora,  per  un  noto  teorema  di  Aritmetica,  il  prodotto 
del  massimo  comun  divisore  ò  pel  minimo  comune  multiplo  hp,  dei 

numeri  n  e  jo,  è  uguale  ad  np.  Dunque  h=^ ..  Qui  si  osservi  che, 

sea,  p,Y, .-.  sono  i  (^{n)  numeri  primi  con  n  e  non  superiori 
ad  n,  le  (p(n)  radici  primitive  n*™*  sono  uj*,  uj'^,  u)>, 

6.  Si  considerino,  per  esempio,  le  radici  dodicesime  deirunità: 

1        1, — ^  l.x-      1 


Le  radici  le  —  1  appartengono  rispettivamente  agli  esponenti  1  e  2.  Le  due 

radici  ±1-^1  appartengono  all'esponente  4.  Dae  delle  radici  di:  ^^  di  „  V  —  3 

appartengono  all'esponente  3,  e  le  altre  dae  all'esponente  6.  Finalmente  sono 

primitive  le  quattro  radici  ±oV^  zb  tt  V  —  1.  Se  w  è  una  qualunque  di  queste 

altime,  le  altre  sono  u)^,  u)'',  lu".  Se  invece  si  parte  da  u)'',  le  radici  primitive 
3ono  uj*,  ui**,  ur''^,  \m^,  e  non  debbono  differire  dalle  procedenti  se  non  per  l'ordine. 


ed  ÌD&tti  uj*''  ^  lu,  ui*^  =  tu",  u*'^  ^  ui'.  Lo  r&dìi 

ui"ed  u/.  Lb  radici  ^y —  1  amour' ed  lu'.  Finali 

80DD  rappresentate  da  ut*,  tu',  appartenenti  all'  es 
Denti  all'esponente  6. 

7.  Se,  scwnponendo  n  in  fattori  prin. 
se  a ,  p ,  T ,  ■  ■  ■  sono  rispettivamente  radi 
ir')*"',"-,  sarà  ui  — apf...  una  radiceprij 
p"'  =  l,...,  si  ha  pure  a-=l,  p"  =  l,.. 
uj  è  radice  n""  dell'unilà-  Resta  da  Tar 
l'esponente  n'  =  w.  Sappiamo  soltanto  ci 
siamo  porre  n'  ^p^'qf'r*  . . . ,  dove,  neo 

Siccome  p*'5'"/  ' ...  è  sempre  divisibile  i 
u)"'^  1,  anche 


aP  r •■.■■  =  1 

Ma,  essendo  a  radice  primitiva  (p'I"", 
essere  uguale  all'unità  fintantoché  l'espon 
Adunque  p'-,  primo  con  qf"?-' . , . ,  deve  e 
mentre  dev'essere  XsX'-  Dunque  \' = 
mostra  che  n'— n,  v'  — v Dunque 

8.  Il  teorema  precedente  permette  di 
milive  n'""  quando  si  conoscono  le  radii 
(?■']'"',...,  perchè,  moltiplicando  ciascuna 
ciascuna  radice  ('/T",  ecc.,  si  ottengon 

cp{;)')»p{^f)(p()'-) 


radici,  ed  è  questo  appunto  il  numero  totale  delle  radici    primi- 
tive n™.  Infatti 

<p(p',=//(i^M,<p(«^)=«''(i-M,9('-)=Wi-^).--; 


,0,*)q)(j/')(p(r')  . . .  =  n  (  1--)  U  --)  (1  -  ^  j .  -  -  =  q)(n). 

Ciò  non  basta.  Bisogna  ancora  fai*  vedere  che  le  radici  ottenute 
sono  tutte  fra  loro  diverse.  Siano  apT  .  ■  ■  ed  o'P'T'  - .  -  due  dì  esse,  e 
si  supponga  a0T ••■^ a'&'j' . . .  Elevando  i  due  membri  alla  potenza 
q''r^ ...  si  trova 

D'altronde  si  può  sempre  porre  a'^aS  con  ft  <  p*.  Ne  segue 

a('-ilAV..  =  l. 

Ciò  non  è  possibile  se  non  quando  (ft  —  1)  g^j" ...  è  divisibile  per 
I^,  e  siccome  questo  numero  è  primo  con  g^f' . . . ,  esso  deve  di- 
videre ft  —  1.  Dunque  ft:=l,  poi  a';=a.  Similmente  P'  — P,  t'  =  T,  ■■ 
Così,  per  trovare  le  radici  primitive  dodicesime,  basta  conoscere  le 

primitive  cubiche,  che  sono  — g  +  gj/ — 3,  e  le  primitive  biqua- 
dratiche, che  sono  +K  — 1-  Moltiplicando  le  une  per  le  altre  si 
hanno  quattro  radici,  comprese  nella  formola  +  s / 3  +  ^ (^ — *■ 


XLIV.  LIMITI  E  SERIE  DI  NUMERI  COMPLESSI. 


1.  Le  definizioni  ed  i  teoremi  fondameniaìi  della  teoria  dei  limili 
(XVII)  sussistono  per  le  variabili  complesse  come  per  le  reali,  purché 
si  consideri  sempre,  al  posto  del  valore  assoluto,  il  modulo  di 
ciascun  numero.  Cosi  noi  diremo  che  la  successione  3,,  :..  j, 
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tende  ad  un  limite  z,  se  ad  <^ni  numero 
piccolo,  corrisponde  un  numero  v,  tale 
di  Zn  —  s  sia  inferiore  ad  £.  In  altri  tei 
ì  numeri  s,,  3,,  Zg,  ■■■  debbono  finire 
piccolo  quanto  si  vuole,  cbe  abbia  il  cen 
definizione  si  riconosce  subito  che  ii  te 
sussiste  tal  quale,  e  significa  cbe,  se  ac 
piccolo  ad  arbitrio,  corrisponde  un  nun 
distanze  dei  punti  cui  sono  affissi  1  n 
siano  tutte  inferiori  ad  €,  ciò  basta  pei 
j,,3,,  ?,,...  ammette  un  limite  Hnito. 

2.  Perchè  una  variabile  complessa  t 
e  basta  che  ammettano  limiti  la  parti 
coefficiente  di  ì.  infatti,  dato  il  solito  e,  s 
sono  a  forttori  inferiori  ad  t  i  valori 

ed  inversamente,  se  questi  ultimi  sono,  p 
anche  a  foriiori 

e  però  ìimz^  —  i.  Questa  proposizione 
pidamente  del  sussìstere  di  molte  prò 
miti.  Quello  cbe  importa  osservare  è  e 

l!m(ie„  +  ^.1  --■  lima-, 

quando  esiste  uno  dei  membri  e  che 
di  «„  tendono,  per  n  crescente  all'infin 
z„  tende  ad  un  limite,  che  ha  il  modu 

3.  Le  definizioni  relative  alle  serie 
serie  di  numeri  complessi.  Sia  w„  — ■  a 
d'una  serie,  ed  5„  —  A,  +  iB„  la  somma 
S„  tenda  ad  un  limite,  bisogna  e  basta  < 
e  se  -4  e  B  sono  i   limiti  di  A^  e  S„,  ^ 
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serie  data.  Adunque  perchè  una  serie  a  termini  complessi  sia 
convergente  è  necessario  e  sufficiente  che  siano  convergenti  la 
serie  delle  parti  reali  dei  termini  e  queUa  formata  dai  coefficienti 
(U  i.  Siccome  ««  e  K  si  ottengono  moltiplicando  |w„|  per  numeri 
compresi  fra  1  e  —  1,  le  due  serie  di  cui  si  tratta  sono  certamente 

convergenti  quando  converge  la  serie  i  t/ J  +  i  ^«  1  +  i  ^s  I  + 

Dunque  una  serie  è  convergente  se  converge  la  serie  dei  moduli 
dei  termini.  Peraltro  si  osservi  che  una  serie  a  termini  complessi 
può  convergere  anche  quando  diverge  la  serie  dei  moduli.  Cosi, 
nella  serie  che  ha  per  termine  generale 

w   ZZI  —   cos  -s-  +  2  sen  -^- 

"         n  \  2      '  2 

i  moduli  formano  la  serie  armonica,  divergente;  ma  la  serie  con- 
verge, e  la  sua  somma  à 


Anche  le  proposizioni  generali  della  teoria  delle  serie  si  estendono 
facilmente  alle  serie  di  numeri  complessi,  avvertendo  di  sostituire 
dovunque,  come  in  questo  paragrafo,  la  parola  modulo  a  valore 
ffssoluU).  Qui  appresso  ci  limiteremo  ad  esporre,  a  titolo  di  esempio, 
le  dimostrazioni  di  due  soli  teoremi,  quelli  di  Dirichlet  (XXV,  7)  e 
di  Abel  (XXI,  7). 

4.  Perchè  una  serie  a  termini  complessi  sia  assolutamente  con- 
vergente è  necessario  e  sufficiente  che  sia  convergente  la  serie 
formata  dai  moduli  dei  termini.  Se  converge  assolutamente  la 
serie  che  ha  per  termine  generale  Un  =  an-{-i^n,  convergono  anche 
assolutamente  le  serie  delle  a„  e  delle  K,  perchè  ogni  inversione 
di  termini  nella  prima  serie  si  ripete  in  modo  identico  nelle  altre 
due.  Quindi  convergono  le  serie  delle  la„|  e  delle  \bn\,  e  con- 
seguentemente converge  la  serie  che  ha  per  termine  generale 
^n  +\bn\.  Dunque  converge  anche  la  serie  dei  moduli,  giacché 
w.  j  non  supera  |  «n  !  +  I  ^n  I  •  Inversamente,  se  la  serie  dei  moduli 
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ò  convergente,  convergono  a  forliori  le  serie  che  hanno  pi3r  ter- 

mini   generali  \q^'  e  !&«',  poiché  questi   numeri    non  superano 
I  t^n  1  j  ecc. 


5.  Una  sBìie  fresia  convergente  quando  se  ne  moUiplicano  i 
termini  per  numeri  a^.a^^a^, . ,. ,  tali  che  la  serie 

ai+(a«  — «i)+(«s  — ««)  +  («4  — «s)^-    •• 

sia  assolutamente  convergente.  Sia  A  la  somma  della  serie  a  ter- 
9Ì1  ini  positivi 


«1      +  1  «2  —  «1      +  i  «3  "—  ^1 


a^  —  Qj   + . . . , 


converj^ente  in  forza  del  teorema  di  Dirichlet.  Dato  il  numero  p<v 
sitivo  €,  piccolo  quanto  si  vuole,  si  può  sempre  determinare  v  in 
modo  che,  per  w  >  v  e  qualunque  sia  ;;, 


2€ 


^n+l  -f"  ^w+«  -|~  •  ■  •  -!-  ^n-j-p  ;   <  —j- 


È  ovvio  (cfr.  XXI,  6)  che  la  somma 


(t 


i 


a,^^_l  U^i  4-  On+t  ^«H-t  4"  •  •  •  +  ^-rp  ^^ 


n-fp 


si  trasforma  identicamente  in 

(a,^.l  •—  an+j)  Mnxi  -|-  (a»+8 Clti+3)  (  W„-i.i  -h  M«4«  )  4"  •  •  • 

+  an^-p  (W„+l  4-  W„^2   4  •  .  .  4-  Un^p)  , 

2€ 

o  però  il  suo  valore  assoluto  è  inferiore  al  prodotto  di  -j-  por 

I  On-l-t On+l  I  +  I  Cln^^ a„+j  ì  4"  •  •  •  +  I  Ct„4.p Cin+p-l  |  4^  '  ^n  ^-p 

Intanto  è  chiaro  che 

1  a„_i.2  —  a„a.i  I  4"  .  ^w+3 On-f 2  1  4"  •  •  •  4"  |  On+p  —  d^+p-l      <.   A    , 

e  similmente,  essendo 

a„+p  =  a^  +  (ttj  —  o J  4-  (ttg  —  Qj)  4- . . .  4-  (a,H.p  —  a,vfp-i  )  , 
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è  pure 

:  o-xp  t  <  !  a^  i  + 1  a,  --  a  J  +  ;  a,  —  a^  I  + . . .  + 1  ct^+p  —  On+p  -.1  :  <  u4  , 
dimodoché 

I  a„+8 On+l  I  +  I  «n4-3 a«+j  |  +  •  •  •  +  I  «n+p  \  <  2A  . 

Quindi 

per  n  >  V  e  qualunque  sia  p.  La  serie  a,  w^  +  a^  u^  +  Oj  Wg  + . . . 
è  dunque  convergente. 

6.  Serie  di  potenze.  Hanno  speciale  importanza  nell'Analisi  le 
serie  ordinate  secondo  le  potenze  ascendenti  d'una  variabile^: 

«0  +  «1^  +  «2^*  +  a^z""  -f- 


Per  tali  serie  è  fondamentale  il  seguente  teorema:  una  serie  di 
potenze  converge  assolutamente  ed  uniformemente  per  tutti  i 
valori  della  variàbile  z,  inferiori  in  modulo  ad  R,  se  per  z  =  R 
i  termini  sono  finiti.  Si  osservi  che  la  serie  si  può  considerare 
come  ottenuta  moltiplicando  per  le  quantità  ao,  a^i?,  «g /?*,.. .  (che 
si  suppongono  tutte  inferiori,  in  modulo,  ad  uno  stesso  numero)  i 

termini  della  serie  ^  +  ^  +  i?a  +  •    •  »  e  siccome  questa  converge 

assolutamente  ed  uniformemente  quando  |  z  \  varia  da  0  fino  ad  un 
numero  vicino  ad  R  quanto  si  vuole,  ma  inferiore  ad  R,  altrettanto 
può  (XXXV,  4)  dirsi  della  serie  proposta.  Questa  osservazione  è 
anche  valida  per  le  serie 


00  00  00 


\^nanZ^^  ,    2,^(^""*)^n^'*"*  »    2^ n(n  — l)(n  — 2)a„2«-^,... 

1  2  3 

ottenute  derivando  i  termini  della  serie  data.  Ne  segue  che  tutte 
queste  serie  sono   anch'esse   convergenti   uniformemente,  e  però 


—  308  — 

(XXXV,  9)  le  loro  somme  rappresentano  le  derivate  r{z),r{z\ 
f'"{z),..,  della  funzione 

f(z)  =  flo  +  «i  ^  +  ««  -2^*  4-  .  .  .  , 

calcolate  riguardando  z  come  un^  variabile  reale. 

7.  Circolo  di  oonvepgenso.  Può  darsi  che  non  esista  alcun 
valore  di  z,  diverso  da  zero,  che  renda  convergente  una.  serie  di 
potenze.  Ciò  accade,  per  esempio,  per  la  serie 

Può  darsi  invece  che  una  serie  di  potenze  sia  convergente  per  ogni 
valore  di  z,  o,  come  si  suol  dire,  in  tutto  il  piano.  Esempio: 

^  +  1!  +2I  +  3T+"  • 

Finalmente  può  accadere  che  una  serie  di  potenze,  convergente  per 
certi  valori  di  z,  non  sia  convergente  per  altri  valori.  In  tal  caso 
il  teorema  precedente  permette  di  asserire  che  i  moduli  di  tutti 
questi  valori  costituiscono  due  classi,  che  individuano  un  numero  R. 
Infatti,  se  ^^  è  un  valore  di  z  per  cui  la  serie  converge,  ogni  altro 
valore  col  modulo  inferiore  a  z^  \  lascerà  convergente  la  serie. 
Invece,  se  2:g  è  un  valore  di  z  per  cui  la  serie  non  converge,  ogni 
altro  valore  il  cui  modulo  supera  !  z^  j  non  farà  convergere  la  serie. 
Il  numero  R  è  quello  che  separa  (XV,  1)  i  numeri  z^  '  dai  nu- 
meri ,  z^\ .  Dopo  quanto  si  è  detto  (XXIII,  7,  13)  sulla  convergenza 
delle  serie  a  termini  positivi,  se  si  considera  la  serie  dei  moduli 

e  si  suppone  che  esista,  per  n  crescente  all'infinito,  il  limite  del 

rapporto  di  i  a,  |  ad  |  a„^i  • ,  o  soltanto  quello  del  modulo  di  /a, ,  è 
chiaro  che  si  ha  necessariamente 


n=QO      ^n-j-1  n  =  00 


V«n 


i  circolo  di  con- 
1  per  ogTÀ  punto 


I  un  punto  della 
tutta  la  circon- 


circonferenza e 


.  Si  noti  che  per 
lOn  sono  per  ne- 
piìi  svariate. 

I  serie  di  potenze 
immediatamente, 
che  la  serie  con- 
oni  continue.  Ne 
il  punto  z  nel  ten- 
3o),  purché  2j  sia 
renza?  Per  questo 
)i=/"{jul,  purché 
\i  sottintende  che 
esprime  ponendo 


:,'{1-S^)  +  . 


di  tir  vedere  eh 
l'uniU.  Se  si  poo 


che  la  serie  0.1 
per  ipotesi,  la  sei 

p(^tivo  e  piccole 
lai  quale  si  ha 

0Ufi".+i  —  n»+«** 

fissato  n,  à  può 
«  tìcIdo  all'ooità 


BT    :    sufficieotei 

ri;)    <    O.K,  -L 

z)^az,).  Kda<; 
ema  (XXVI,  3i  s 

do  nna  serie  dì  \ 
:ero,  si  può  isolai 
ida  nessun  punto 
(\z)  è  la  somma 
si  può.  per  la  co 
fScienlemenle  pii: 

A 
rie,  potendosi  scr 

j)  ni.n  si  annuii 
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premesso,  dimostrianio  cfae,  se  due  serie 
piali  per  infiniti  valore  della  variabile, 
identiche.  Sia  infktti 
a,«  +  a,z*  + . . . 

)  una  dall'altra  te  serie  considerate.  La 
infiniti  valori  della  variabile,  tendenti  a 
ogni  circolo,  arbitrariamente  piccolo,  col 
non  è  possibile  che  a^  sia  diverso  da  zero. 
■l-fl,3  +  <*B''*4-- ■■  che  deve  annullarsi 
identi  a  zero,  e  però  dev'essere  a,  ^=  0. 
si  vede  che  le  serie  date  coincidono  ne- 
apo  d'una  funzione  tn  serie  di  potenze 
Uo.  Del  resto  è  facile  convincersi  che 
rio  quello  che  fornirebbe  la  forinola  di 
fatti  si  è  (§  6)  visto  che 

1  —  1) . . .  (m  —  r  -\-i)a„  z"-'  ; 

ne  convei^enza  del  secondo  membro  e 
tà  del    primo,  /"''(O)  è  uguale  a  ria,, 


"  1.2 


IONI  IPERBOLICHE 
'MI  IMMÀGINÀBII. 

>  il  piano  la  serie 

1.2^1,2.3   "^    '  ■  • 
I  serie  formata  dai  moduli  dei  termini. 
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È  lecito  rappresentarne  la  somma  eoa  e 
simbolo  non  è  stato  ancora  definito  per 
e  3  sono  rispettivamente  il  modulo  e  l'a 
siderata  sì  decompone  in 

+  r(^3en9  +  ^-P^sen26+j-P'^ 

Precedentemente  (XXXVI,  4,  e)  si  è  vis 
sviluppo  di  e'<^cos(p  sentì),  mentre  li 
ef««t  sen  (p  sen  6).  Ne  segue 

e«  =  cM^{cos(pNene)  +  (! 
cioè 

«*+•>  =:e'(cosy +  * 

In  |>articotare,  per  aj  =  0,  si  ottiene  l'ii 

e"  =  cosy  -\-ise 

dovuta  ad  Eulero.  Dopo  ciò  la  relazioni 

e-Hi-  — e^.e'* 

Più  generalmente,  si  osservi  che 

e'.e"  =  &'^[coi(y  4- y')  +  (se 

Dunque  la  Tunzìone  e'  gode  della  nota 

e'.e''. e*". ..=«'+■ 

anche  quando  gli  esponenti  non  sono  r 

2.  Similmente,  per  definire  le  funzioi 
immaginarli,  siamo  in  diritto  di  porre 

cos3=  i  -  j  ,j  +  j  2 -3;^  -. .,  sens  ^ 
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come 


3.  Limite  di  (  1  -j —  1  .  È  interessante  notare  che  il  significato  di  e 

limite  di  1 1  -| —  j  ^  per  n  infinito,  persiste  nel  caso  di  »  non  reale.  Siano  in- 
fatti p^  e  6.  il  modulo  e  Targomento  delFespressione  considerata.  Dairegaa- 
glianza  (XLII,  9) 


si  deduce 


quindi 


ponendo 


«  \       n    '  n  ; 


l+--='P»'»co8-"     ,      ^  =  p,«Ben-f; 
ti  91  ti  ti 


Pn*=(l  +  ^j    ,     e«  =  tiarctgan  , 


ti  x^n 


Siccome  si  ha^  per  ti  infinito, 

liman  =  2x    ,     lima»=0, 
si  ha  pure  (XIX,  14) 


p  =  «*  ,    G  ==  limtio»  =  lim  -    ,"-  =  «, 


e  però  (XLIV,  2) 


lim  j  1  ^ —  j   =  p(co60  -\-  isen 6)  =>  e»(cosy  -\-  tseny)  =  e* . 

4.  Funzioni  iperboiiclie.  Poiché  le  forinole  fondamentali  della 
trigonometria  permettono  di  esprimere  le  funzioni  trigonometriche 
dell'argomento  complesso  z:=^x-\-iy  mediante  le  funzioni  dell'ar- 
gomento reale  x  e  quelle  dell'argomento  puramente  immaginario  iy, 
basta  trovare  un'interpretazione  geometrica  di  queste  ultime  fun- 
zioni per  ottenere  nel  tempo  stesso  l'interpretazione  di  tutta  la 
trigonometria  complessa.  Ora,  osservando  le  formole 

1  i 

cos2:r=  2  (e'  +  ^O     ,     sen^=2(^  —  e"')  , 


—  315  — 
si  è  condotti  a  considerare  le  funzioni 


chx  —  Uè' -\- e-') 


tihx  = 


U^-e")  , 


che  si  denominano  rispettivamente  coseno  iperholico  e  seno  tper^ 
boiteo  dell'argomento  reale  so.  Similmente  ai  definisce  la  tangente 
iperbolica  ponendo 


\hx 


-  chi  - 


;'  +  *■ 


ecc.  La  ragione  di  queste  denominazioni  si  desume  subito  dalla  re- 
lazione evidente 

ch'ié  —  sh'a;  =  l  , 

la  quale  mostra  che  chx  e'slij?  sono  le  coordinate  d'un  punto  0 
àeW'tperbole  rappresentata  in  coordi- 
nate cartesiane  dall'equazione 

nel  modo  stesso  che  cosa;  e  sena?  sono 
le  coordinate  d'un  punto  P  della  cir- 
conferenza descritta  col  ra^io  0A=:\ 
dal  centro  0.  Inoltre,  se  /**  e  0'  sono 
i  punti  simmetrici  Ai  P  e  Q  rispetto 

all'asse  delle  ascisse,  l'area  del  settore  circolare  OPP\  è  appunto 
misurata  dall'argomento  x,  ed  è  facile  dimostrare  che,  analoga- 
mente, l'area  del  settore  iperbolico  OQQ'  è  misurata  dall'argo- 
mento X.  Infatti,  projettati  in  B  ed  R,  sopra  un  assintoto,  i  punti 
^  e  Q,  si  noti  che,  in  virtù  dell'equivalenza  delle  aree  OAB  od  OQH, 
l'area  cercata  è  doppia  di  quella  del  quadrilatero  curvilineo  ABRQ- 
Essa  è  dunque  (XIX,  18;  XXIV,  23)  misurata  dal  logaritmo  natu- 
rale del  rapporto  di  OR  ad  OS.  D'altronde  è  chiaro  che 


0B  = 


OR: 


_cìiT -\-ehx  _ 


Dunque  OQQ'  =  log  C  =  .r.  Finalmente  è  sulla   tangente  comune 


ri. 


\ 
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l  alle  due  curve   che  i  raggi  vettori  OP,  OQ  intercettano,  a  partire 

dal  punto  A,  i  segmenti  misurati  rispettivamente  da  iffx  e  thx. 
Solo  nel  modo  di  variare  le  funzioni  iperboliche  presentano  diRe- 
renze  notevoli  con  le  funzioni  circolari,  giacche,  variando  .r  da  0 
airinfinito,  chx  varia  da  1  airinfinito,  shx  da  0  airinfinito,  thx  da  0 
airunità;  per  gli  argomenti  negativi  si  hanno  le  relazioni 

ch( — ic)=:cha7    ,    sh( — ,r]  =  —  ihx    ,    th( — xì  =  —  th,r. 

La  trigonometrìa  iperbolica  è  stata  immaginata  da  Riccati.  Essa 
può  ricevere  un*altra  interpretazione  geometrica  mediante  archi 
parabolici  (•). 

5.  Ora  vogliamo  dimostrare  che  ad  ogni  argomento  ,r  corrisponde, 

fra  i  limiti  —  9^2'  ^^^^^o\o^  (ampUiiuUneiperboiica  dix)\e 

cui  linee  trigonometriche  riproducono,  in  altro  ordine,  le  linee  iperbo- 
liche di  X.  Sia  P  un  punto  della  circonferenza  descritta  dal  centro  0 

fl'  g  col  raggio  OA  =  1.  Siano  Q' 

y^  e   Q"   i   punti  nei  quali  le 

_       ,,,  tangenti   alla   circonferenza 

/  in  P  ed  in  A  incontrano  OA 

/    \' J  ed  OP  rispettivamente.  La 

/y-'         /  \      s       1  parallela  e  la  perpendicolare 

^t       ^ j    _        »      _     ad  007,  condotte  per  0"  e  Q'. 

si  -tagliano  in  un  punto  Q, 
che  appartiene  alla  curva  rappresentativa  delle  funzioni  iperbo- 
liche, perchè,  chiamato  9  l'angolo  POx ,  si  ha 

OQ  ^0Q"  =  sec  e    ,    00'  =  ^  (T  =  tg  0    ,     0&^  —  QQ'^  =  1 . 

Intanto  le  ultime  uguaglianze  equivalgono  a  queste  altre 

cha?  =  socO    ,     sh./;:-:^  tgO  , 


1 


(•)  Vedi  GOnthbr,  «  Parab ditche  Lojarithm.'ii  und  parabolitche  Trigonometrie  »  e  «  Die 
Lehte  "con  Hì/i>erbjlfunìilioneu  ». 
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dalie  quali  subito  si  deduce 

th^  =  sen0  ,    coth^  =  cosec0  , 
sech  07  =  008  9  ,    cosecha;=3Cot0. 

Dunque  il  seno  e  la  tangente  iperbolica  d'un  argomento  sono  ri- 
speitivamente  uguali  alla  tangente  ed  al  seno  circolari  deWam- 
plitudine  iperbolica  dell'argomento  stesso,  ed  altrettanto  si  può  dire 
della  cosecante  e  della  cotangente  da  una  parte,  del  coseno  e 
della  secante  dall'altra.  Per  vedere  poi  qual  vincolo  esista  fra  un 
argomento  e  la  sua  amplitudine  iperbolica  basta  osservare  che 

e'  =  cho;  +  sho?  =  sece  +  tg0  =  ^'^-  =  *^  (4  +  4  )• 

Ne  segue 

.r=:logtg(  2  +  })  . 

A  questa  relazione  si  può  anche  dar  la  forma  semplicissima 

s^nalata  da  Laisant.  Si  noti,  per  finire,  la  correlazioae  esistente 
fra  le  curve  rappresentative.  Se  P  si  projetta  in  P'  e  P'^,  su  Oc  e 
su  AQ'\  è  anzitutto  da  osservare  che  la  tangente  all'iperbole,  nel 
punto  Q,  passa  per  P'y.  come  la  tangente  alla  circonferenza,  nel 
punto  P,  passa  per  &.  È  infatti  noto  che  il  coefficiente  angolare 
della  prima  tangente  è 

OQ'  __  QQ' 
QQ'  ■"  P'Q'  ' 

Le  due  tangenti  si  tagliano  sulla  retta  AP"Q'\  e  come,  per  costru- 
zione, Q"  appartiene  ad  OP,  cosi  P"  appartiene  ad  OQ;  ecc. 

6.  Le  funzioni  iperboliche  si  possono  a  loro  volta  definire  per 
argomenti  non  reali  ponendo 

ch^  =  ^  (e*  +  e""-)    ,     sh 3:  =  ^  {e=  —  e—') , 
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ed  i  loro  legami  con  le  funzioni  circolari  risultano  dalla  definizione 
stessa,  poiché  si  può  scrivere  immediatamente 

ch3:  =  cosfe    ,     sh^  =  — —. 

Da  queste  relazioni  sì  deduce  che  sussiste  Teguaglianza 

ch*^  —  sh*-3r  =  1 , 

e  si  dimostrano  facilmente  le  formolo 

cìi(z  +  z')  =  chzchz' -T'^h.zshz'  , 
sh(z-{'Z')  =  sìizchz' -^-chzshz'  , 

'*»(^+^)  =  r+Ì7th7' 

e  molte  altre,  analoghe  a  quelle  dell'ordinaria  trigonometria.  Si  co- 
stituisce cosi  un  calcolo  speciale,  che  presenta  molti  vantaggi  per 
trattare  certe  questioni.  Si  osservi,  per  finire,  che  ogni  funzione 
circolare  o  iperbolica  di  argomento  complesso  si  può  esprimere  me- 
diante funzioni  circolari  e  funzioni  iperboliche  di  argomenti  reali, 
cosi: 

cos^  =  coso;  eh 2/  —  2' seno?  shy  ,  ch^  =^  cosy  chx  +  iseny  shx  , 
sen^  =  sena?cht/ +  ^'cos.77shj/  ,    shar  =  cost/sh^  + /seny  cha;. 

7.  Logapltmi  immaslnaril.  La  forraola  di  Eulero  permette  di 
dare  ad  ogni  numero  z  la  forma  pe^K  Siccome  a  6  è  sempre  lecito 
sostituire  9  +  2/ì7t,  con  k  intero,  si  può  anche  scrivere 

poi,  estendendo  la  definizione  dei  logaritmi  naturali, 

ìog(z)  =  logp  +  ^e  4-  2ikTi . 

Si  adopera  il  simbolo  log  (z)  per  rappresentare  il  logaritmo  gene- 
rale di  z.  Quando  ^  è  un  numero  positivo  p, 

log(p)~logp  +  2/ftTT, 


.._-«  «*.' 
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e  sì  Tede  che  un  namero  positivo  ha,  oltre  l'ordinario  logaritmo 
reale,  infiniti  altri  Ic^rìtmi  immaginarli.  SI  ha  poi 

log(z)  =  log(p)  +  «. 
É  dunipie  aggiungendo  ^0  ad  offnt  logaritmo  dt  p  cìie  si  ottengono 
gli  iDSniti  logaritmi  di  pe^.  Que«U  sono  affissi  a  punti  equidistanti 
d'una  retta  perpendicolare  all'asse  dei  numeri  reali.  Quando  z  si 
muove  lungo  una  circonferenza  col  centro  all'origine,  la  retta  scorre 
sopra  sé  stessa,  poiché  intercetta  sempre  sull'asse  delle  ascisse  un 
segmento  misurato  dall'ordinario  logaritmo  dì  \z\.  Qualunque  sia, 
del  resto,  la  curva  chiusa  percorsa  da  z  intomo  aXl'oHgtm,  la 
retta  dei  logaritmi,  mentre  scorre  sopra  „ 


^ 


v^ 


y-^--^ 


sempre  nello  stesso  senso, 
oscilla  lateralmente  fra  due  posizioni 
estreme,  dimodoché  le  diverse  determi- 
nazioni di  log(z)  finiscono  per  confon- 
dersi, rimanendo  rappresentate  da  una 
curva  sinuosa  unica.  Se,  invece,  z  per- 
corre una  curva  chiusa,  che  non  con- 
tenga l'origine  nel  suo  interno,  non  solo  la  retta  ritorna,  oscillando 
trasversalmente  e  lotmitud&iatTnenie,  all'antica  posizione,  ma  lo 
stesso  avviene  per  ciascun  suo  punto,  e  le  infinite  determinazioni 
di  \og(z)  rimangono  distinte  le  une  dalle  altre,  e  rappresentate  da 
altrettanti  anelli,  racchiusi  fra  le  posizioni  estreme  della  retta. 
Queste  considerazioni  sembrano  non  avere,  qui,  alcuna  importanza, 
ma  ne  acquistano  molta  in  altri  rami  dell'Analisi  matematica  (*). 

8,  Si  stabilisce  il  significato  di  z^ ,  per  l  =  a-\-ib ,  convenendo 
di  scrivere 

Dunque  modulo  ed  argomento  di  z^  sono  i  numeri 

r  =  0aos>~Ht->-it')    ,     /  =  &logp-|-«(e  +  2/tTT)+2ft'n  , 


{')  Vedi  le  •  Lai;OHS  p'Ofiss 
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con  fi  e  k'  interi  arbitrari!.  Se  avessimo  adoperate  le  regole  abi- 
tuali per  elevare  alla  potenza  2,  sia  il  numero  z,  sia  qualunque 
altro  numero  affisso  al  medesimo  punto,  avremmo  ottenuto 

cioè 

Dunque,  per  elevare  z  alla  potenza  Z ,  bisogna  applicare  il  calcolo 
usuale  agli  infiniti  numerai  a/fissi,  con  z,  ad  uno  stesso  punto. 

Infiniti  sono  dunque  i  valori  di  z^  :  essi  formano  una  progressione 

geometrica,  che  ha  la  ragione  e^*"^^,  e  sono  afl3ssi  a  punti  distri- 
buiti lungo  una  spirale  logaritmica^  col  polo  nell'origine.  Questa 
curva  incontra  Tasso  delle  y  parallelamente  ad  02[,  e  però  si  riduce 
ad  un  circolo,  come  già  (XLIII,  1)  si  è  visto,  quando  l  è  reale,  e 
ad  una  retta  quando  Z  è  un  puro  immaginario.  Giova  aver  riguardo 
alle  osservazioni  precedenti  quando  si  elevano  a  potenza  i  due 
membri  d'una  equazione,  altrimenti  si  potrebbe,  per  esempio,  dal- 
l'eguaglianza esatta  e'-^^^  =  e^*'^ ,  dedurre,  elevandone  i  membri 
alla  potenza  e,  l'eguaglianza  assurda  e^^^^e-^^ ,  mentre  si  può 
soltanto  asserire  che  i  numeri  ^2^(i-*)  ed  ^-^«•(i-h*')  debbono  coin- 
cidere per  convenienti  valori  di  A  e  di  /i',  come  eflTettivamente  av- 
viene quando  h  —  h!  ^^2, 

9.  Applioazionl  geometrichea  A  quanto  si  è  detto  precedentemente 
(XLII,  10,  d)  sni  sistemi  di  coordinate  curvilinee,  ò  interessante  aggiungere  lo 
studio  dei  sistemi  individuati  dalle  seguenti  forme  della  funzione  f{z)  : 


log^:  ,     log  log  2r  ,    log 


Z  —  Zi 
Z  —  Zu 


Il  primo  non  è  che  l'ordinario  sistema  di  coordinate  polari,  nel  secondo  si  ha 
una  famiglia  di  spirali  logaritmiche,  col  polo  ncirorigine,  ed  il  terzo  sistema, 
detto  delle  coordinate  dipolari,  ò  assai  utile  in  elettrostatica  (*).  Se  r,  ed  r^  sono 


{•)  Vedi  B.  Tri  «  Teorìe*  delle  forze  nevotoniane  »  (p.  189). 
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1«  diatania  di  «  ai  punti  e,  e  «,,  a  se  41  è  l'angolo  «otto  il  quale  dal  punto  , 
si  vede  il  armento  f,2t,  sì  ha 


Le  <»irTe  d'ona  famiglia  sono  oaiatterizzate  daireqnazioDs  v  c=  eottante  :  esae  mdo 
dannile  le  drconféreaie  che  passano  per  «,  e  «,  (jpolt).  Le  curve  dell'altra  fa- 
miglia  caratteriziate  dall'equazione  u  ^^  eoatattle,  sono  anch'esse  delle  eirconfe- 
renw,  ortogonali  alle  prime. 


XLVl.  I  QUATERNIONI. 


1.  La  teoria  dei  numeri  compleasi,  svolta  precedentemente  sotto 
la  forma  geometrica  datale  da  Ai^nd,  non  è  scientificamente  ri- 
gorosa, per  ragioni  che  non  crediamo  opportuno  esporre  in  lezioni 
elementari  come  queste.  La  teoria  geometrica  degli  immaginarli  è 
nondimeno  quella  che  più  fìicilmente  si  presta  ai  bisogni  dell'ins^na- 
mento,  mentre  ofIVe  in  pari  tempo  risorse  preziose  tanto  per  ie  ri- 
cerche di  pura  analisi  quanto  per  lo  studio  dei  fotti  geometrici  del 
piano  (*).  Ma  è  pur  sempre  desiderabile  che  una  teoria  di  algebra 
pura  si  possa  svolgere  in  modo  puramente  algebrico,  ed  a  ciò.facil- 
mente  e  con  tutto  rigore  si  provvede  lasciando  indeterminala  l'unità 
immaginaria  i,  e  studiando  poi  simbolicamente  la  successione  di 
numeri  generata  (XL,  2)  dalla  funzione  co3ic-\-isenx,  cioè  quella 
saccessione  che  ha  per  termine  generale 


n  C/V.XUI,10;  XLV,  9.  Stadia  11  •  nal^a  dtltt  tquipoiUnit.  uaUa  op«re   di   Qnnio 
Ch1h>,  Aitatili  algttrtea  il 


'c-'N?:! 
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Sì  può  anche  considerare  il  numero  complesso  a-\'ib  come  T  ag- 
gregato di  due  quantità  reali  a  e  &,  di  specie  diversa,  ed  allora  si 
è  naturalmente  condotti  a  studiare»  più  generalmente,  un  complesso 
eterogeneo  di  numeri  a^^a^.a^,...,  che  si  può  rappresentare  con 
^0  +  h^i  +  ^2 <^«  +  •  •  •  »  intendendo  che  i  simboli  ^^  ^„  ^, . . .  ser- 
vano soltanto  a  caratterizzare  la  varia  natura  delle  a.  Gli  stessi 
simboli  servono  anche  a  rappresentare  brevemente  Tunità  di  misura 
per  ciascuna  specie  di  quantità,  dimodoché  si  scrive  soltanto  i^  in- 
vece di  /^.  1 ,  avendo  cura  di  tener  presente  che  solo  in  questo  senso 
le  i  intervengono  nei  calcoli  come  vere  quantità.  L*eguaglianza  di 
due  numeri  complessi  implica  quella  delle  parti  similari  dei  due 
numeri,  giacché  le  diverse  unità  si  suppongono  irriducibili  tra  loro 
per  via  di  addizione.  E  per  la  medesima  ragione  Tannullamento  dei 
numero  complesso  a©  +  ^i^i  +  ^s^«+  •  •  •  inaplica  l'annullamento  di 
ao,^! ,  a, ,  •  •  • ,  e  viceversa. 

2.  Sui  numeri  complessi  cosi  definiti  è  facile  fondare  un  calcolo 
algebrico,  lasciandosi  guidare  da  quello  che  Hankel  chiama  il  prtnr 
ctplo  di  permanenza  delle  regole  di  calcolo.  Per  ciò  che  riguarda 
Vaddizione,  questa,  intesa  nel  senso  volgare  della  parola,  si  &  na- 
turalmente sommando  le  parti  similari  dei  numeri,  cosi  : 

a  + &  +  ...= ao  +  &o  +  ---  + 'i(«i+^  +  --0+^(««  +  ^2+--)+-- 

La  moltiplicazione,  invece,  non  ha  senso  alcuno,  se  non  quello  che 
ci  piacerà  attribuirle  seguendo,  per  quanto  è  possibile,  il  principio 
di  permanenza.  Se  vogliamo  che  la  moltiplicazione  di  a  per  b  si 
effettui  come  nell'Algebra  ordinaria,  dobbiamo  cercare  anzitutto  di 
conservare  la  cosi  detta  proprietà  associativa,  la  cui  mancanza  per- 
turberebbe profondamente  i  calcoli,  e  per  questo  basterà  ammettere 
che  le  unità  stesse  godano  della  detta  proprietà,  dimodoché  sia, 
per  esempio, 

{iri,)it  =  ir(i.it),... 

Ma  non  si  può  egualmente  conservare,  come  nella  teoria  degli  or- 
dinarli numeri  complessi,  la  proprietà  commutattoa,  e  però  sarà 
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Decessario  distingaere,  per  esempio,  i^i»  da  i,i^.  Tuttavia  bisogna 
osservare  che  il  significato  abituale  della  moltiplicazione  sussiste,  e 
sussistono  quindi  le  abituali  regole  per  la  moltiplicazione  di  due  nu- 
meri, nel  caso  che  uno  di  essi  sia  reale.  In  tal  caso  si  ha,  per 
esempio, 

8.  Qui  vogliamo  studiare  i  qiuitemfoni,  o  numeri  complessi  ri- 
sultanti dalla  riunione  di  quattro  diverse  specie  di  quantità: 

a  =  a<>  +  /ja^  +  /,aj  +  l'ja, . 

Affinchè  il  calcolo  di  questi  numeri  comprenda  come  caso  partico- 
lare quello  degli  ordinarli  numeri  complessi,  è  necessario  che  una 
delle  unità  abbia  per  quadrato  — 1,  e  questa  condizione  è  allora 
imposta  dalla  simmetria  alle  altre  unità.  Queste  sono  tutte  fra  loro 
irriducibili  per  via  di  addizione,  ma  se  si  vuole  che  la  moltiplica- 
zione  di  più  quaternioni  produca  un  quaternione,  è  necessario  am- 
mettere che  il  prodotto  di  più  unità  sia  linearmente  esprimibile 
Delle  unità  stesse,  e  però  noi  porremo,  seguendo  l'inventore  dei 
quaternioni  (*),  le  uguaglianze 

#«  — i       ii — ii — /      \ 

^,«  =  —  1,    /,/,  =  — i.^,  =  ^  ,  j  (1) 

che,  mentre  manifestamente  violano  la  proprietà  commutativa  della 
moltiplicazione,  non  ne  toccano,  come  facilmente  si  vede,  la  pro- 
prietà associativa.  Son  queste  le  ipotesi  più  semplici  che  si  possano 
fare,  ma  non  sono  le  sole.  Nulla  osta,  per  esempio,  a  che  si  sup- 
pongano mUli  i  quadrati  delle  unità,  e  si  ottiene  allora  un  calcolo 
algebrico  sui  geneiris,  in  cui  per  Tannullamento  d*un  prodotto  non 


(*)  Hamilton,  «  Slement$  of  Quaternions  »  (London,  1866).  Vedi  i  trattati  di  Tait,  HoObl, 
Làisàirr.  Ingegnouiaima  considerazioni  si  trovano  anche  nel  «  Memorandum  re$p9Cting  a 
Ktv  Sy$Um  of  Roots  of  Unity  »  pabbllcato  da  HàMiLTON  nel  Philo9ophical  Magatine  (1856). 
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è  più  necessario  l'annullamento  di  qualche  fattore.  Questo  calcolo, 
detto  dei  numeri  cUiemati,  permette  inoltre  di  esporre  in  modo 
assai  semplice  la  teoria  dei  determinanti,  perchè  un  determinante 
di  ordine  n  vi  si  presenta  subito  come  il  prodotto  di  n  numeri 
complessi.  A  Grassmann  si  debbono  questi  numeri  alternati,  e  tanti 
altri  concetti  arditi  e  vasti,  da  lui  messi  a  base  della  «  scienza 
dell'estensione  T^  (•). 

4.  Deffinlslonl.  Quando  a,  =0,  a,  =  0,  a,=0,  il  quaternione  sì 
riduce  al  numero  reale  «o,  e  si  chiama  scalare.  Quando,  invece, 
a^  =  0 ,  il  quaternione  dicesi  vettore.  Ogni  quaternione  a  consta 
dunque  d'una  parte  scalare,  che  si  rappresenta  con  Sa^  e  d*una 
parte  vettoriale,  che  si  rappresenta  con  Va: 

a=^Sa-{'  Va. 

Dicesi  modulo  o  tensore,  e  si  rappresenta  con  \a\  o  con  Tail  nu- 
mero |/ao*  +  a^*  +  «j*  +  «8* ,  sempre  reale  e  positivo.  Quando  il 
modulo  è  1,  il  quaternione  sì  chiama  qtuitemione^nità.  Ogni  qua- 
ternione a  è  uguale  al  prodotto  del  suo  modulo  per  un  quaternione- 
unità,  che  dicesi  versore  di  a,  e  si  rappresenta  con  Uà: 

Ua  =  -^  +  i,-^  +  i,-^r  +  i^-^. 

Il  versore  della  parte  vettoriale  di  a  è  un  vettore^nità ,  che  si 
chiama  asse  del  quaternione.  Se  ^  è  il  modulo  di  a,  è  chiaro  che 
si  può  porre 

«0  =  il  cose   ,    J^a^* -|- a,*  +  ^3*  =  ^  sen  e  , 

e  l'angolo  0  cosi  definito  è  Var^omento  del  quaternione.  Se  l'asse 
uva  indicasi  brevemente  con  X,  si  ha 

6^a  =  -4cos9   ,     Fa  =  X^sen0. 


(*)  «  Auèdehnungsìehre  »  (Stettln,  1802).  Vedi  anche  Pbamo:  «  Calcolo  g^omtfrieo»  (To- 
rino»  1888). 


Ne  segue  che  a)  quaternione  a  3i  può  sempre  dar  la  forma 

a  =  ^(co39  +  Xsen9) , 
essendo  A,  9,  X  il  modulo,  l'argomento,   l'asse.  Il  quaternione 
i(cose  — Xsene)  dicesi  conjugato  di  a,  e  si  rappresenta  con  &o 
con  Ka.  Due  guatemioni  conjugati  difTeriscono  dunque  soltanto  nel 
segno  della  parte  vettoriale. 

5.  Rappp«sanlaxIOR«  gaeiiMlrlba.  Il  vettore  'lai+^t^+'s^is 
si  rappresenta  geometricamente  con  un  segmento  di  retta,  projet- 
lantesi  su  tre  assi  ortogonali  nei  segmenti  a,,  a,, a,.  In  particolare, 
ogni  raggio  d'una  sfera  descritta  dall'origine,  col  raggio  1,  rappre- 
senta un  vettore-unità.  Ma  noi  possiamo  sulla  superficie  sferica 
rappresentare  qualunque  quaternione-unità.  Infetti  ogni  vettore- 
unità  X  è  perfettamente  determi- 
nalo dal  punto  />,  estremità  del 
raggio  che  lo  rappresenta,  e  due 
punti  diametralmente  opposti  sulla 
sfera  sono  le  immagini  di  due  vet- 
tori eonjogati.  Dato  poi  un  ver-  : 
sore,  di  asse  X  e  di  argomento  6, 
possiamo  rappresentarlo  sul  cìr- 
colo massimo  che  ha  il  polo  in  P,  portando  sulla  circonferenza,  a 
partire  da  un'origine  arbitraria,  un  arco  9  in  un  senso  o  nel  senso 
opposto  secondo  che  fl  è  positivo  o  negativo.  Si  conviene  che  il 
senso  delle  9  positive  sia  contrario  a  quello  del  moto  delle  lancette 
d'un  oroli^io,  per  un  osservatore  posto  in  P.  Uno  stesso  arco,  se- 
condo che  si  porta  in  un  senso  o  in  senso  opposto,  rappresenta 
sempre  due  versori  conjugati,  perchè  cambiare  X  in— X  equivale 
a  cambiare  6  in  — 9. 


.  L'addizione  dei  vettori 
a  =  i^a^  +  Ua^  +  t^a^   ;    6  =  *.6i  +  /,&,-f  ^6a , . . .       (2) 
si  (a  subito,  come  si  à  detto,  scrivendo 
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dimodoché  la  somma  di  più  vettori  è  quel  vet- 
tore che  ai  ottiene  chiudendo  la  linea  poligonale 
costruita  su  lati  uguali  e  paralleli  ai  vettori 
dati.  Questa  costruzione  mostra  chiaramente 
che  il  moduU)  della  somma  di  ptù  vettori 
non  supera  la  somma  dei  moduli  dei  vettori 
stessi. 


7.  ■oltlplloaslone  del  wettorl.  Si  moltiplichino ,  con  le  abi- 
tuali regole,  i  vettori  (2),  tenendo  presenti  le  relazioni  {i\  ed  avendo 
cura  di  non  alterare  Tordine  dei  fattori.  Si  ottiene 


Sab  =  —  (a,&4  +  a,&j  +  Oj&a) , 


1 


Val)  =  i,{a^b^  —  a^b^)  +  i^ia^b^  —  a,b^  +  ^(«i&t  —  ««^)  »  ^ 


(3) 


e  si  vede  che 


Sba  =  Saà   ,    Vba=:—Vab. 


In  particolare  V{a^)  =  —  V{à^)  =  0 ,  e  però 

a'  =  S{a')  =  -{a,'-^a^  +  a,')  =  -\a\K 

Più  particolarmente  ancora,  il  quadrato  dPun  vettore-uniià  è  sempre 
ufftuUe  a  — 1.  Notiamo,  per  finire,  le  formolo 


SaJb  =  ^(àb  +  ba)   ,    Vab  =  ^(àb  —  ba) , 


W 


spesso  utili  nei  calcoli. 

8.  Si  ottiene  &cilmente  Tinterpretazione  geometrica  del  prodotto 
di  due  vettori.  Siano  A  e  B  i  moduli  di  questi  vettori,  6  il  loro 
angolo,  e 

i^a^  +  i^a^  +  i^a^   ,    ii?i  +  it?t  +  U?z 
i  loro  vettori-unità.  É  noto  dalla  Geometria  analitica  che 

cose  =  OiPi  +  a,p,-ha3p, , 


—  —  ^Bcose. 

I  prodotto  di  due  vettori  si  ottiene  mol- 
lo di  essi  sul  prolungamento  dell'altro 
aoltre,  se  i,Ti  +  ^Ti  +  ^iTs  &  "1  vettore- 
sfera  dal  polo  del  circolo  massimo  che 
punto  b,  h  anche  noto  dalla  Geometria 


^Ti  +  '»Tg)  sentì  =  —  ABXaen  Q . 

ì  del  prodotto  del  vettore  a  pel  vettore  b 
jugato  del  vettore  X  quella  lunghezza 
l'area  del  parallel<%ramma  costruito  sui 

^^(cose  +  Xsene), 

ilazione  riceve  un'interpretazione  ìmme- 
ca.  Si  noti  che  il  parallelismo  dei  faU 
e  perchè  il  prodotto  sia  scalare,  mentre 
ssana  e  sufficiente  perchè  U  prodotto 


«uatepnieiii.  Sia  da  moltiplicare 
i      per      b  =  Sb-\-Vb. 

a.Vb-\-Va.Sb-\-Va.Vb; 
-.VSx  =  (ì, 


>  +  S{,Va.Vb). 
-\-bSa)-\-V{Va.  Vb). 


(5) 


parte,  siccome  Va  e  Vb  sono  due  vettori,  le  formole  (3) 

■a.r6)  =  — («.6, +a,ft, +a,6s). 

a.Vb)  =  f,(a,6,  —  a,6,)  -f-  f,(a,6,  —  a,6,)  +  (,(^,6^  —  0,6,). 

e 

Sàb^a^b^  —  (a,6,   |-a»6, +«5*3) , 

Kaft  —  /,  [(a,  6,  +  a,  6,,)  +  (a,  63  —  a,  6,)]  + 

+  '3  [(««  h  +  «j  »»)  +  («i  *t  —  a.  i*!)]  ■ 

e  subito  che 

Sab  =  Sba    ,     Vab^^Vba. 

9,  in  generale,  il  valore  d'un  prodotto  dipende  dall'ordine 
tori.  Perchè  a&  sia  ugnale  a  &a  è  necessario  e  sufficiente 
a.  V%  sia  scalare ,  cioè  che  le  parti  vettoriali  di  a  e  fi  ab- 
la  stessa  direzione  0  direzioni  opposte.  Più  oltre  interprete- 
mila  sfarà  la  moltiplicazione  dei  quaternioni. 

n  prodotto  di  due  quaternioni  conjugati  è  uffuale  al  qua- 
iel  comutie  modulo.  Infatti 

a.Ka  =  {Sa-\~  Va) (Sa  —  Va)  =  (Sa)*  —  ( Fa )* 

=  a^*  +  a,*  +  «t*  +  flj*  =  I  o  [*. 

7  conjuffoto  del  prodotto  di  due  quaternioni  è  uffuale  al 
to  dei  conjuffati  dei  quaternioni  stessi,  scritti  in  ordine  in^ 
Infatti,  osservando  che,  per  deSolzione, 

SKa  =  Sa    ,     VSa  =  —Va, 


Va.rb)  =  Sab=Sba, 

bSa)-\-V(Va.Vb) 
>Sa)—V(Vb.Va)  =  ~-  Vba; 

;6a  —  Vba  =  Kba . 

■>  è  ttffuale  al  prodotto  dei  moduli 
a  si  è  detto  nei  §  10,  11, 

ì.Ka=a.Ka.\b\*  =  \a\*  .\ò\'; 


=  \a\.\b\. 

vando  cìie  per  l'annullamento  d'un 
(Sciente  l'annullamento  del  suo  mo- 
er  l'annullamento  d'un  prodotto  di 
•u/Hctente  l'armullaTnenlo  d'un  fai' 


•Hi.  Dicesi  inverso  di  a,  e  si  rap- 
ì  che,  moltiplicato  per  a,  dà  1.  Un 


>siente  di  6  per  a.  e  si  rappresenta 
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con  -  il  numero  per  cui  bisogna  moltipllcare  a  per  avere  b.  Questo 
numero  è 

—  =  — .&  ,    perchè    a.  — &  =  [a.~j&  =  6. 

Suppongasi,  in  particolare,  che  a  e  &  siano  due  vettori,  dai  moduli 
il  e  ^.  É 


1  -        Ka .  a& 

^6  =  ^^  =  -^.; 


poi,  osservando  il  §  8, 


—  =  ^  (coso  +  XsenO) . 

14.  L'ultima  formola  porge  subito  l'interpretazione  geometrica 
della  moll^licazione  dei  versori.  Se  a  e  &  sono  due  vettori-unità, 
si  vede  che  il  versore  cosO-f-  ^  s^nO  è  appunto  uguale  al  quoziente 
di  ì>  per  a,  supposto  che  Tarco  rappresentativo  sulla  sfera  vada 
nel  senso  a&.  Ciò  premesso,  per  moltiplicare  due  versori,  si  spostino 
1  loro  archi  rappresentativi  lungo  i  rispettivi  circoli  massimi,  finché 
abbiano  una  estremità  comune,  origine  d' un  arco  e  termine  del- 
Taltro.  L*arco  che  va  dalForigine  del  secondo  arco  al  termine  del 
primo  rappresenta  il  versore  prodotto.  Si  è  in&tti  costruito  un  trian- 
golo sferico,  i  cui  vertici  rappresentano  tre 
-^  vettori-unità  a,  &,  e,  mentre  due  lati  rappre- 
sentano i  due  versori  dati,  uguali  rispettiva- 
mente a  -  e  -^ .  Il  terzo  lato  rappresenta  il 

fl  0 

quoziente  di  e  per  a,  ed  è  uguale  al  versore 
prodotto  dei  primi  due,  perchè 

ab        a  \       b  I  a  a 

Adunque  la  moltiplicazione  dei  versori  sulla  superficie  sferica  si 
&  come  Taddizione  dei  vettori  nel  piano.  A  questo  risultato  si  può 


I 


^ 
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la  via  puramente  trigonometrica.  Inversa- 
ottenato  è  facile  dedurre  le  Tormole  fonda- 
itria  sferica  (■). 


Applichiamo  i  risaltati  del  ^ 
o  di  tre  vettori,  a,  b,  e.  Prima  3Ì  ha 

'ibc=:aSbc  +  aVì>c. 


'K=.S{aVlK) , 

K  =  aSbc+  ViaVDc). 

parte  scalare  del  prodotto  dei  vettori  a  e 


*c  — - 


6,    e. 


a»    &i 

alore  assoluto,  la  parte  scalare  del  prodotto 
ata  il  volume  del  parallelepipedo  costruito 
^6  che  il  prodotto  dì  tre  vettori  non  è  un 
I  i  fottori  sono  dati  in  uno  stesso  piano, 
iriale,  si  ha,  adoperando  le  formole  (4), 

c  +  aVbc~-V{bc).a 

;+  VÌc)  +  {Sbc—  Vbc)a  =  tac  +  cba, 


\-cb)  —  {ac-i-ca)b-\'C(ba-j-ab), 


HimmlaSri  d»  quanlitii  eomplttcts  •  (p.  4 
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ovvero,  adoperando  nuovamente  le  formole  (4), 

Vàbc  =  aSbc  —  ì>  Sca  +  cSàò .  (6) 

16.  Dalla  formola  (6)  se  ne  deduce  facilmente  un'altra,  che  serve 
spesso  nel  calcolo  dei  quaternioni.  Si  tratta  di  esprimere  la  parte 
vettoriale  del  prodotto  di  Vab  per  Vcd,  supposto  che  a,  &,  e,  d  siano 
vettori.  È  chiaro  che 

Vabc  =  V[s(àb) .  e  +  V(ab) .  e]  =  cSàb  +  V[  V{al)) .  e] , 

e  però  la  formola  (6)  diventa 

V[  V(ab) .  e]  =  aSbc  —  bSca.  (7) 

Ora  si  osservi  che 

Sbcd  =  S{bScd  +  b  Vcd)  =  S(b  Vcd) , 
e  però,  cambiando  e  in  Vcd  nella  relazione  (7), 

V{Vab.  Vcd)  =  aSbcd  —  bSacd. 

» 

17.  Formola  di  MoIypo.  L'analogia  dei  quaternioni  con  gli  or- 
dinarli numeri  complessi  apparisce  evidente  se,  fissato  il  vettore- 
unità  X,  si  considerano  soltanto  1  quaternioni  che  ammettono  X  per 
asse.  Allora  sussistono  tutte  le  ordinarie  regole  di  calcolo,  e  si  ha, 
per  esempio, 

(cose  +  Xsene)  (cosB'  +  XsenG')  (cose''  +  Xsene'O  •  •  • 

=cos(e  +  e'  +  e"  +  ...)  +  xsen(e  +  e'  +  e"  +  ...).. 

In  particolare 

(cose  +  X sene)"  =  cosne  +  X sennB  , 

per  n  intero  e  positivo.  É  poi  facile  estendere  questo  risultato,  col 
noto  procedimento,  al  caso  di  n  qualunque. 


la  I  R  vettore  a,  girando  di  d  intomo 

,  essendo  p  il  versore  cosft  +  Xsenfl. 
i  ottengono  projettando  a  sull'asse  \  e 
dimodoché  u=:a-j-b.  Quando  il  piano 

intorno  a  X,  il  yettore  a  resta  inalte- 
ila  in  bp,  per  quanto  si  è  visto  nel  §  13. 
i  coincide  col  vettore 

=  a  +  bp. 

In  funzione  di  u,  X,  61.  Poiché  '. 

.  =  —  \SKu  —  \  V\u. 

mnjezione  di  m  su  X  è  —Sìm 
11  modulo  del  vettore  a.  Sfece 
ivere 

=  —  \S\u  ; 

■  \Hi  4-  XSXw  =  —  X  FXm  . 

^u  —  \Vi\u).p. 
l'elegante  forma  segnalata  da  : 

i)p~^  +  V(\u)p^p^, 
iota  di  Moivre, 

-sr    ,     p^  =  C03-s-  +  X3en-5 
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Ne  s^ue 

S(\u)p    »+F(Xu)p« 
=  (SXu  +  V\u)  cos  I  —  {S\u  —  V\u)  X  sen  ^ 

=  Xticos  2  —  wX^sen  2  =  Xucosò  -{-uaen^ 

Quindi 

—- L      -L        ^_L      i. 
t?  =  —  X'jo    •up*=i7    •wp*. 

Questa  relazione  semplicissima  racchiude  in  so  le  formole  tU  Eulero, 
che  si  danno  in  Geometria  analitica  per  la  trasformazione  d*un  si" 
stema  di  coordinate  ortogonali  in  un  altro  sistema  analogo.  Essa  ofifre 
dunque  un  esempio  notevole  della  estrema  concisione  che  il  metodo 
di  Hamilton  permette  di  introdurre  nei  calcoli. 


XLVn.  ELIMINAZIONE. 


1.  Ora,  prendendo  a  svolgere  Tultima  parte  del  «  Corso  »,  ci  ac- 
cingiamo allo  studio  delle  radici  delle  funzioni  algebriche,  premet- 
tendo alcuni  rapidi  cenni  suireliminazione.  Fra  le  infinite  equazioni, 
che  son  conseguenze  necessarie  d*un  dato  sistema,  può  darsi  che 
si  pervenga  a  trovarne  una  che  non  involga  una  certa  variabile. 
Si  dice  allora  che  questa  è  stata  eliminala.  Cosi,  date  le  equazioni 
/1(a7)  =  0,^(a7)  =  0,  quando  si  è  giunti  a  dedurne  come  necessaria 
TeguagUanza  ^  =  0,  indipendente  da  a?,  si  è  fatta  Teliminazione 
di  X.  È  ovvio  che  Teguaglianza  ottenuta  rappresenta  una  condizione 
necessaìHa  per  resistenza  d*un  valore  di  a?,  che  siniultaneamente 
annulli  le  ftanzioni  feg.  Se  poi  avviene  che  la  detta  condizione  sia 


:*•. 
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anche  sufficiente,  si  dà  ad  §i  il  nome  di  risultatUe  delle  funzi 
slesse.  Àduniine  si  chiama  risultante  di  due  funzioni  di  07  un'espi 
acne,  indipendente  da  se,  il  cui  annttUatnento  è  necessario  e  i 
fictenle  perchè  le  funzioni  considerate  ammettano  almeno  t 
ratOx  comune. 

2.  Esamplli  ffian  date  le  equazioni 

Hillìplìcaiida  Ift  prima  pei  6,  e  la  seeoDda  per  a«,  poi  KUraendo,  à  ott 
e^^O,  dopa  a*er  posto  in  generale,  pei  brevità, 

Cif  =aibf  — Ofbi, 

gimiliDeiite,  d&ta  le  eqnaiioiù 

n  moltiplichino  una  Tolta  per  fig  ed  Og,  ed  un'altra  per  &,  ed  a,,  rìipettÌTain< 
Si  ottiene,  sottraendo, 

Car  +  Co,  =  0    ,    c„a!  +  c„  =  0. 
Qùodi,  ntilizzando  an  precedente  risaltato, 

doè 

(OgÈ,— o,6o)(a,6,  — 0,6,)  — (0(6,  — 0,6,)»  — 0. 

Operando  analogamente  mlle  eqnaaioni 

à  attengono  prima  le  equazioni 

en3?  +  enie  +  e„=-0    ,    CMa:»+c„i«!  +  c,i  =  Oi 
poi  M  ne  dednce,  pei  ciò  che  piecede,  la  condizione 

(<h,e«  +  CmCm)  (Cm'^  +  <!«  C|i)  +  (Cm  Cm  —  O* — 0  • 
%  iTtlappi  II  ^ìnM  membro,  dopo  aver  poato  mente  all'identità 
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immediata  traduzione  di  qneet'altra: 

Oq    Oi    Os     a,    =0 
b^    6,    ^     63 

«0     «1     «t     «3 

6,     ò,    ^     63 
Si  ottiene 

<^M'-^Cn<^  +  <^<^Cn+<^c„*  +  etien^'^Coi€aCt^=^0.        (2) 

Ognuna  delle  tre  condizioni  trovate  è  certamente  neeeagaria  per  la  coesistenza 
ddla  rispettiva  coppia  di  equazioni  ;  ma,  mentre  è  iadle  iio<»osoere  direttamente 
che  le  prime  dne  sono  anche  gufficienH,  non  si  pad  dire  altrettanto  della  condi- 
zione (2).  Questa,  in&tti,  ò  verificata  quando  Oq  :  03  =  òg  :  ^»  ed  è  ovvio  che  ciò 
non  basta  perchè  le  equazioni  (1)  ammettano  una  radice  comune^  I  calcoli  ese- 
guiti, invece  di  condurre  al  vero  risultante,  hanno  introdotto  un  fattore  estraneo, 
perchè  si  vedrà  che  il  risultante  delle  (1)  non  è  U  primo  membro  di  (2),  à  bene 
questo  primo  membro,  privato  del  fattore  Co|. 

8.  Serve  Tultimo  esempio  a  mostrare  la  necessità  di  avere  dei 
metodi,  che  permettano  di  condurre  Teliminazione  in  modo  da  per- 
venire con  certezza  ai  risultante.  Siccome  poi  si  dovrà  far  uso  di 
tali  metodi  per  dimostrare  resistenza  delle  radici  delle  funzioni  al- 
gebriche, è  indispensabile  procurarsene  almeno  uno^  che  non  im- 
plichi ripotesi  di  questa  esistenza.  Ck)n  questo  scopo,  limitandoci  a 
considerare  d'ora  in  poi  le  funzioni  intere 

chiameremo  risultante  dei  polinomii /*  e  ^  una  funzione  dei  coeffi- 
cienti, tale  che  il  suo  annullamento  sia  necessario  e  suffictente 
perchè  i  detti  polinomU  ammettano  un  dMsore  comune  (*X  o, 
come  si  suol  dire,  non  siano  primi  fra  loro.  Ci  resterà  poi  (XLVIII, 
7 ,  &)  a  mostrare  che  questa  definizione  provvisoria,  della  quale  ci 


(*)  Qui  Bi  suppone  stabilita  fln  dagli  «  EleiMnti  »  la  teoria  della  divisibilità  algebrica. 
Vedi  il  «  Cono  »  di  Càpblli  e  Gabbibri  (VI,  i  2,  3)  o  il  «  Court  d'Algebre  9upéri§ur$  »  di 
Mansion  (Qand,  1889,  Ut,  p.  15). 
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serviremo  solo  nel  paragrafo  seguente,  equivale  a  quella  data  in 
fine  del  §  1. 

i.  ■•lodo  di  Euloroi  a)  Se  i  polinomii  C  e  ff  ammettono  en- 
trambi il  divisore  &,  se  cioè  esistono  altri  due  polinomii  f^  %g^,  dai 
gradi  rispettivamente  inferiori  a  quelli  di /'et?,  tali  che  sia /'=/',  Ò, 
ff  =  ^,6,  si  ha 

fff^  —  9fi  =  0.  (3) 

Reciprocamente,  se  questa  coudizione  è  identicamente  soddisfatta, 
chiamato  ^  il  massimo  comun  divisore  di  f^  e  g,  (supponendo  ^  =;  1 
nel  caso  che  /",  sia  primo  con  p,)  si  ha  /l  ^=  /i  3> ,  ?i  =  (?»  S),  con  /", 
e  g^  primi  fn  loro,  e  la  relazione  (3)  diventa  fg^  ^gf^  Ora  ^,,  che 
divide  fg^  ed  è  primo  con  g^,  divide  f,  cioè  f=  f^  6,  rappresen- 
tando con  ò  un  polinomio,  il  cui  grado  è  almeno  uguale  all'unità, 
giacché  il  grado  di  /"„  non  superiore  a  quello  di  /"„  è  inferiore  a 
quello  di  f.  Sostituendo  f^h  ad  /nell'eguaglianza  fg^^gf^  si  otlieoe 
ancora  g^g^h.  Dunque  f&g  hanno  comune  il  divisore  b. 

b)  Segue  da  ciò  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
i  polinomii  f&g  non  siano  primi  fra  loro  si  confonde  con  la  con* 
dizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  si  possano  determinare  i  po- 
linomii 

in  modo  che  sìa  soddisfatta  l'identità  (3),  cioè  che  si  ahbia 

[a^ar  +  a^ar-'  + . . .  +  oj  (p^a;-*  +  p,a;"-'  +  . . .  +  p,_J 
=  (6,a:-  +  6,a;»-'  +...  +  &„)  (a^ar-'  +  a,j?-'  +  . . .  +  a,_.). 

Bgnagliando  fra  loro  i  coefficienti  delle  medesime  potenze  di  w,  si 
ottiene  il  sistema 


Cnlu,  tM^iti  aIp*bH(M 
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azioni  iioeari  ed  orac^nee  fra  le  n-^m  incognite 
, , . . .  Affinchè  si  possano  trovare,  per  questi  coeffl- 
lon  tutti  nulli,  è  (X,  2)  necessario  e  sufficiente  che 
terminante  del  sistema,  che  al  paò  anche  scrìTere, 
verticali  in  orizzontali  e  prescindendo  dal  segno,  nel 
odo: 


ijue,  il  risultante  cercato. 

esima  forma  del  risultante  è  pervenuto  Sylvester  h 
considerino,  per  esemplo,  due  equazioni,  una  di  terzo 
condo  grado: 

iic*  +  a,a;  +  aj  =  0     .      6„a^  +  &,a:  +  6,  =  0. 

la  prima  per  x,  la  seconda  per  ic  ed  a;',  sì  ottiene  il 

a^x''-\-a^cc'  -\~a^x  +  a^^O 

b^x^  +  b^ùf  +  à^x^  =0 


li  quMta  torna,  leggi  il  §£1  dslU  •  TaorU  d*l  dtln-Klnantl  >  d<J 


che  sì  può  considerare  come  costituito  da  cinque  equazioni  line 
ed  oou^nee  te&  cinque  incognite  (i  cui  valori  debbano  poi  trovf 
proporzionali  ai  Dìimeicia*,a^,x*,x,i,  per  un  conveniente  vai 
di  ce),  n  risultante  cercato,  nel  senso  del  3  1,  è  dunque 

flg    a,    a,    a,    0 
0    a^   Oi    a^   a, 


perchè  il  suo  annullamento  è  manifestamente  necessario,  e,  co 
in  acuito  si  vedrà,  ancbe  sufficiente  per  la  coesistenza  delle  eq 
zloni  dat«. 


6.  ■•lodo  di  BAsauti  a)  Sia  prima  n^^m.  Anzi  si  consideri 
per  fissare  le  idee,  due  equazioni  di  4°  grado; 

a^x*  +  Ojar"  +  "t^'  +  '*»"'  +  ***  ^  0  . 
ftoic*  +  6,  a;»  +  b,a^  +  6,27  +  6^  =0 . 

Moltiplicando  la  prima  per  &„  e  la  seconda  per  a«,  poi  sottraen 
si  ottiene 

'^oi''^  +  Cot^  +  *'oi'*  +  Cm  —  0. 

Moltiplicando  la  prima  per  b^x-^-b,,  la  seconda  per  a^x-\'a, 
ottiene  invece 

c„ir*  +  (c„  +  c,t)  a?  +  (Co,  +  c,f)x  +  c„  =  0 . 

Similmente,  moltiplicando  la  prima  equazione  per  b^x*  -\-  &i£C  -j 
e  la  seconda  per  a^x^ -\- a^x -\- a„  poi  la  prima  per  &o a?*  -j-  6, a; 
btX-\-bt  e  la  seconda  per  a^x* -\- niX* -\- a^x -\- a^,  si  ottengo 
sottraendo,  le  equazioni 


''m^  +  c,4ic'  +  c„ir  +  c„  =  0. 


=  0, 
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Si  costituisce  cosi  un  sisteniB  di  quattro  equazioni,  che  si  possono 
considerare  come  lineari  ed  omogenee,  e  soddisfatte  da  valori  delle 
incognite,  proporzionali  ai  numeri  tr*,  ai*,  a,  1.  n  determinante  del 
sistema  è  (§7)  il  risultante  cercato: 

Coi     "^oj  +  Ch     <'o»-t-C„  C„ 

Cfl.  c„  r„     c„  i 

É  beile  scorgerne,  nel  caso  generale  di  due  equazioni  di  grado  n, 
la  le^e  di  formazione  (*):  l'elemento  generale  è 

Ce,i«-i  +  C|,»w-*  +  Ci,i4j-4+  .  .  •  +<k-\j  ,  (4) 

purché  si  ritengano  come  nulli  I  coefficienti  con  Endici  superiori  ad 
n.  Al  medesimo  risultante  è  pervenuto  Caytey  con  altre  conside- 
razioni {"). 

&)  Se  n>m,  si  moltiplica  la  seconda  equazione  per  o^"'"  e  si 
hanno  cosi  due  equazioni  di  grado  n.  Poi  si  applica  il  metodo  pre- 
cedente, che  dà  soltanto  m  equazioni.  Le  altre  n  —  m  sì  possono 
ottenere  moltiplicando  la  seconda  equazione  successivamente  per 
i,x,x*,...,  co'-'-*.  Si  considerino,  per  esempio,  due  equazimii, 
una  di  quarto  e  l'altra  di  secondo  grado: 

a,£C*  +  a,ir'  +  a,a:*-|-a,a;  +  a,  =  0  ,    &„«;*  +  &,;»  + 6,  =  0. 

Moltiplicando  la  seconda  per  x*,  ed  applicando  il  metodo  espoeto 
precedentemente,  si  ottengono  soltanto  due  equazioni  : 

Co,a!*  +  "«3:*  +  c„aì  +  c„  =  0  , 

<^M^  +  (e»»  +  C,t)aJ*  +  (Cft4  +  c,t)x  +  c„  =  0 . 
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Le  altre  due  sono,  se  si  vuole. 

Si  perviene  così  al  ilauitante 

0  60  ''i  *! 

Si  noti  che  il  metodo  di  Bézout  ha  su  quello  di  Eulero  il  van 
di  fornire  il  risultante  sotto  una  forma  più  compatta  (*).  I 
mentre  il  risultante  di  Eulero  è  un  determinante  di  ordine  n 
quello  di  Bézout  è  dell'ordine  n,  supponendo  n^m. 

7.  Peao.  Quando  un  monomio  è  composto  con  lettere  mui 
indici,  la  somma  degli  indici  dì  tatti  i  fìittori,  uguali  o  disu 
dicesi  peso  del  monomio  stesso.  Ogni  somma  dì  monomii,  eh 
biano  tatti  il  medesimo  peso,  si  dice  isobarica.  È,  per  esempi 
barica  l'espressione  (4)  ;  il  suo  peso  è  i  -|- J  —  1.  /  risullanti  i 
laro  e  di  Bézout  sono  isobarici.  In&tti,  nel  risaltante  di  B 
il  termine  che  si  ottiene  prendendo  ordinatamente  nelle  n  or 
tali  gli  elementi  che  vi  occupano  i  posti  ii.i^,  ...,i^,  ha  i 
m  fattori  con  un  peso  complessivo  uguale  a 

'<+('.  +  l)  +  ('.  +  2)  +  -+('-  +  '"-l)  =  yf,  +  |m(7« 

e  gli  altri  col  peso  complessivo 

{<^,-i)  +  ...+(i.-«  +  m)  =  ^C-^(n-w)(n-m- 

ift  «1  pKUB  >g*ToliiiBiita  msroi  1«   proprlstà  fondunsnl 
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Ne  segue,  sommando,  che  il  peso  d'un  termine  qualunque  è 

^n{n  +  i)  +  ^m{m  —  ì)—^(n  —  m)(n  —  m  +  i)  =  nm, 

non  varia,  cioè,  da  un  termine  all'altro  del  determinante.  Questo 
è  dunque  isobarico,  ed  il  àuo  peso  è  uguale  cU  prodotto  dei  gradi 
dei  polinomii  dati.  Similmente,  nel  risultante  di  Eulero,  ogni  ter- 
mine non  nullo  ha  i  primi  m  fattori  col  peso  complessivo 


fs» 


mentre  il  peso  del  prodotto  di  tutti  gli  altri  fattori  è 

(<»4.i- 1) + (4h*- 2) -f . . .  4- «;h*  -  n)  =  ^ /,  -  i  n(tt  + 1) , 

sicché  il  peso  totale  è  sempre 

i(n  +  fn)(n  +  w  +  l)  — ^n{n  +  i)— 2m(m  +  l)  =  nm. 

Adunque  i  risultanti  fomiti  dai  metodi  di  Eulero  e  di  Bézoat  hanno 
il  mededmo  peso.  Ciò  basta  per  essere  sicuri  che  il  metodo  di  fié- 
zottt  non  introduce  fattori  estranei. 

8.  Se  la  prima  equazione  è  del  grado  n  e  la  seconda  del  grado 
m  neUe  due  variabili  x  ec^  y,  si  possono  ordinare  i  primi  membri 
rispetto  alla  x,  ed  in  tal  caso  i  coefficienti  a»  e  &«  sono  polinomii 
in  2/,  il  cui  grado  non  supera  i.  Siano  a.  e  P»  i  coefficienti  di  iT  in 
a,  e  &i .  É  chiaro  che,  quando  si  elimina  la  Xy  il  risultante  Q  è 
una  funzione  intera  di  f/,  il  cui  termine  di  più  alto  grado  si  ottiene 
ponendo,  in  ciascun  elemento  del  risultante  stesso,  a«2^  e  ^v^  al  posto 
di  a«  e  bi  rispettivamente.  Per  quanto  è  stato  detto  nel  paragrafo 


(*)  Questo  cesa»  di  essar  tale  per  qaoi  valori  di  y  che  annullano  oo  o  6o,  perchè  U  me- 
todo tonato  per  trovario  suppone  eMeniiaìmante  càe  U  eqoaiioni  proposte  aen  wibiaeano 
nn  abbassamento  di  grado. 


precedente  si  capisce  cbe  il  termine  cosd  calcolato  è  il  pn 
ì^  per  tina  costante,  la  quale  rappresenta  il  risultante  dei  p 

e  però,  se  questi  son  primi  fra  loro,  come  avviene  in  gene; 
risultante  delle  ftinzioni  considerate  non  manca  il  termine  i 
nm.  Dunque  ff  grado  del  risuttante  è  uguale  al  prodotto  d 
delle  equazioni  date,  e  solo  può  abbassarsi  in  casi  specii 
quando  i  polinomi!  che  si  ottengono  conservando  ì  soli  tei 
più  alto  grado,  e  ponendo  in  essi  y^l,  ammettono  qualcb* 
divisore.  È  questo  il  teorema  tU  Bézout,  cbe  in  Geometria  ( 
riceve  la  seguente  notevole  interpretazione:  Due  curve  i 
negli  OTiUni  n  ed  m  s'intersecano  in  impunti.  Si  dimostri 
che  l'abbassarsi  di  nm  ad  nm — r  non  si  deve  al  brusco  8{ 
r  ponti,  si  bene  al  loro  indefinito  allontanarsi,  dimodoché  si  | 
che  per  due  curve  particolari  qualunque,  degli  ordini  n 
numero  delie  intersetioni  (reali  o  immaginarie,  a  distanz 
0  infinita]  è  sempre  nm.  H  teorema  di  Bézout  si  estende  ( 
mente  al  caso  d'un  numero  qualunque  di  equazioni. 


XLVm.  ESISTENZA  DELLE  RADICI. 


1.  Sia  f{x)  una  funzione  algebrica  (XXIX,  8)  esplicita, 
zione  f{a!)  =  0  si  può  sempre  ridurre  a  forma  semplicissim 
done  sparire  i  radicali.  Questo  scopo  si  raggiunge  nel  s^uenl 
Ogni  radicale  si  rappresenti  con  una  lettera,  e  siano  w,  v,  t 
V  nuove  variabili  cosi  introdotte.  Le  uguaglianze  che  le  def 


(*)  Pv  qoart»  wlaB^ons  a  par  Utri  ImporUnll  Meremi  ■dH'bUiiiI 
UfOtu  ejUsiin  npiriaun  (f  U.,  p.  lOT  a  109).  Liobuit;  T> 
y  pvtia,  p.  134).  Sit.BBr:  Court  i'Algibrt  tupirinm  (4*  ti.,  t. 
Ttart9  «ilb  tquMilOHi  tlgibricht  (Voi.  I,  p.  M). 
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dàiino^  mercè  opportune  elevazioni  a  potenza,  v  reazioni  algebriche 
razionali  fra  le  variabili  stesse  e  la  primitiva  x.  Aggregandole  al- 
l*equazione  data  si  ottiene  un  sistema  di  v  -|-  i  equazioni  razionali 

fra  le  V  4-  i  variabili  a?,  u,  t? , . . .  Intanto  si  capisce  che  Telimina- 

« 

zione  delle  ultime  v  si  può  condurre  in  modo  da  non  introdurre 
radicali.  Si  perviene  così  ad  un'equazione  razionale  in  x,  che  si 
può  evidentemente  porre  sotto  la  forma 

a^x^  +  «1^-'  +  a^^^'^  + . . .  +  a,  =  0  ,  (1) 

con  ao>0.  In  seguito  sarà  sempre  sottinteso  che  l'equazione  si 
trovi  già  ridotta  alla  forma  (1).  Ora  la  questione  che  spontaneamente 
si  presenta  è  questa:  Veqimzione  {i)  ammette  sempre  una  radice? 

2.  Per  valori  di  x,  il  cui  modulo  vada  crescendo  oltre  ogni  limite, 
la  funzione  intera 

f(x)  =  ao^r»  +  tìj^a?*»-*  +  a^x*-^  +  •••  +  «• 

tende  a  comportarsi  come  il  termine  di  più  alto  grado.  Ciò  si  vede 
subito  scrivendo 

r(«;)  =  ^(a,  +  -|  +  5  +  ...  +  5)  . 

ed  osservando  che  la  quantità  fra  parentesi  tende  ad  a^  quando  |  x  \ 
oltrepassa  ogni  limite.  Ne  segue,  in  particolare^  che  un  polinomio 
di  grado  pari,  a  coefficienti  reali,  prende  e  conserva  il  segno  del 
ierm^ine  di  più  allo  grado,  quando  alla  variabile  si  attribuiscono 
valori  sufficientemente  grandi  nel  senso  assoluto.  Invece  un  po- 
linomio di  grado  dispari,  a  coefficienti  reali,  prende  e  conserva 
il  segno  del  termine  di  più  alto  grado  o  un  segno  opposto,  secondo 
che  si  attribuiscono  aUa  variàbile  valori  positivi  o  valori  negativi, 
sufficientemente  grandi  nel  senso  assoluto. 

3.  Quando  Tequazione  (1)  ha  i  coefficienti  reali,  è  fàcile  consta- 
tare, in  taluni  casi,  resistenza  d*una  radice.  Se,  per  esempio,  il  grado 
è  dispari,  si  può,  in  virtù  deirultima  proposizione,  assegnare  un  in- 
tervallo ( —  a,  a)  negli  estremi  del  quale  il  primo  membro  f{x) 


«T^ 
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prenda  segni  opposti,  cioè,  supponendo  sempre  ao>0,  il  segno  —  nel- 
l*estremo  sinistro  ed  il  segno  -f  nell'estremo  destro.  A  motivo  della 
continuità  della  funzione  /(a;),  questa  deve  (XXX,  6)  necessaria- 
mente annullarsi  neirintervallo  considerato.  Dunque:  ogni  equa- 
zione algebrica  di  grado  dispay%  a  coefficienti  reali,  ammette 
almeno  una  radice  reale.  Si  può  aggiungere  che  il  segno  di  questa 
radice  è  opposto  a  quello  del  termine  indipendente.  Infatti,  se  il 
detto  termine,  evidentemente  uguale  ad  /'(O),  è  positivo,  f(x)  si 
annulla  neirintervallo  ( — a,  0),  cioè  per  un  valore  negativo  di  x, 
e  se  f{Qi)  è  negativo,  f{x)  si  annulla  in  (0,  a).  Quando  poi  il  grado  è 
pari,  siccome  si  può  prendere  a  sufficientemente  grande  perchè  negli 
estremi  deirintervallo  ( —  a,  a)  i  valori  della  funzione  siano  positivi, 
è  chiaro  che,  se  f{0)  è  negativo,  f{x)  si  annulla  tanto  in  ( — a,0) 
quanto  in  (0,  a).  Dunque  :  ogni  equazione  algebrica  di  grajdo  pari, 
a  coefficienti  reali,  con  termine  indipendente  negativo,  ammette 
almeno  due  radici  reali,  una  positiva  e  l'altra  negativa. 

4.  Dicansi  coniugati  due  polinomii  f(z)  e  g{z)  nei  quali  sono  con- 
iugati i  coefficienti  che  si  corrispondono,  dimodoché  si  possa  scri- 
vere, separando  le  parti  reali  dei  coefficienti  dalle  parti  puramente 
immaginarie, 

f{z)  =  u{z)-\'iv{z)   ,    g(z)=u(z)  —  iv{z)  , 

dove  i  polinomii  u{z)  e  v(z)  sono  a  coefficienti  reali.  Ciascuno  di 
questi  ultimi  polinomii  si  può  a  sua  volta  esprimere  sotto  forma 
complessa  quando  in  z  si  separa  la  parte  reale  x  dalla  parte  pu- 
ramente immaginaria  iy.  La  formola  (XXXVI,  1)  di  Taylor  dà 

e  si  vede  che,  se  q)  è  un  polinomio  a  coefficienti  reali ,  il  cambia- 
mento di  2/  in  —  y  trae  seco  soltanto  il  cambiamento  del  segno  nella 
parte  puramente  immaginaria,  dimodoché  si  può  scrivere 

u(x-\-iy)  =  Ui-\-iu^   ,    u(x  —  iy)  =  u^  —  iu^  , 
v{x-^iy)=:v^+iv^    ,    v{x  —  iy)=v^  —  iVi; 


«a74-'I/)  =  tt.  +  fM,  +  *K  +  (p.)=(w,-r.)-!-^(u,+«,), 
g(^x  —  iy)  =  M,  —  ^w,  —  f  (p,  —  fl;,)  =  («,  —  e,)  —  f  («,  +  e,) . 

Dunque:  per  valori  conjitgati  deUa  varuaue  due poUnomM cxmjw- 
pati  prendono  valori  conjtiffati.  Se  ne  dedace  subito  che,  se  un 
nujnero  anniiiia  un  polinomio,  il  suo  conjttgato  annulla  U  poli- 
nomio  conjuffoto.  Un  polinomio  a  coefficienti  reali  è  eot^jagato  a 
sé  stesso.  Dunque:  ogr^  equazione  algebrica  a  coeffictenit  reaH, 
che  ammette  tma  radice  immaginaria,  ammette  anche  la  radice 
conjuffota.  Ne  s^ue  che  il  numero  delle  '  radici  immaginarie  di 
un'equazione  algebrica  a  coefflcienti  reali  è  necessariamente  pari. 


6.  Taor«Ma  di  ri'Alamharli  Ogni  equazione  aXg^mca,  a  co- 
efficienti reali  o  complessi,  ha  una  radice  reale  o  complessa  ('). 
a)  Riprendiamo  l'equazione  |1)  o  /^a:)  ==  0,  supponendo,  per  sem- 
plicità, flg  =  1.  Se  2'  è  la  massima  potenza  di  2,  che  divide  n,  di- 
remo che  n  è  di  parità  r.  Ponendo  x  =  y-\-h,  ed  ordinando  f\£) 
rispetto  alla  y,  si  ha 

/(ir)  =  y- +  ft.V"-' +  fc.V"-*  +  ■  ■  ■  +  ft.  . 


\h  =  \h  +  a^ 


1.2      ' 


~a^h-^a^ 


\i>,i  =  A"+a.A— '  +  a,ft-*4-...+a,. 


(■)  Lk  dlmoitnilons  cha  Hgog  ha  U  piwgio  di  «wan  pnruaanla  algtinea.  DonU  ii 
CLirrou>,  eu«  »  nU,U,  rgoanUmants  rilni»tk  dal  ilg.  Wilku  (ffouv.  ArmOn,  l^. 
p.  MI).  Laggl  ail  toI.  I  dsllk  RinMa  di  maumatiea  od  ìsMrMMDto  atodlo  iA  *lg.  QiKa 
LoHià,  iDlltolMo;  It  lioitma  fQndaaunlalt  dtUa  Itoria  iellf  quattoni  algabritit.  V''>ii^ 
dlnoatraiiloDa  i  lUU  proposta  i«a«atsiiMals  dal  Wammiu  a*i  SltiuttfittriakU  itr 
KSn.  AHad.  tu  BtrUn  (IS91). 
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Se  i  termini  di  fip)  si  raccolgono  nel  s^nente  modo 

/(a!)=(v +  6.1/"^ +...+6,)  +  y(&.y-*  4- M"-* +  ■••  +  *. 
posto  n=2v  e 

V((r)  =  ftjiB'-'  +  6,af-'  +  - . .  +  6„_,  , 
si  pnò  anche  scrivere 

Ora  si  consideri  il  risultante  di  <l>  e  V: 


1 

ft, 

6,.. 

..0 

0 

1 

6,.. 

...0 

0 

0 

0  .. 

...6i, 

"i 

K 

h- 

...0 

0 

h 

h  .. 

...0 

0 

0 

0  .. 

-.6^ 

Bvidentemente  ^  è  ana  finzione  intera  di  fi,  il  cui  grado  è  uguale 
al  peso  nelle  b.  Questo  peso  (XLVII,  7)  sarebbe  v  (v  —  1);  ma  gli 
iodici  dei  coefficienti  di  <!>  si  trovano  raddoppiati,  e  quelli  di  V  sono 
stati,  dopo  raddoppiamento,  aumentati  dell'unità.  Con  ciò  il  peso 
è  diventato 

2v|v  — l)  +  v=v(2v  — i). 

Questo  è  dunqae  il  grado  di  ^;  ma,  per  esseme  sicuri,  bisogna 
ancora  mostrare  che  non  è  mai  nullo  il  coefficiente  del  termine  di 
più  alto  grado.  È  chiaro  che  questo  termine  si  ottiene  (cfr.  XLVII,  8) 
ponendo  in  St>  &1  posto  di  ciascun  elemento,  il  termine  di  più  alto 
grado  nell'elemento  stesso.  Ne  segue,  osservando  le  (2),  che  il  coef- 
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flciente  cercato  è  ciò  che  diventa  §i  quando  si  suppongono  nulli  i 
coefficienti  a^,  a,, . . . ,  a^,  e  si  fa  h  =  i.  Esso  è  dunque  il  risultante 
di  0  e  V  nel  caso  particolare  di  f{x)  =  ar  ed  A:=  1.  In  tale  ipo- 
tesi l'eguaglianza  (3)  dà 

(y  +  l)-  =  0(|/«)  +  I/Y(y*)    ,     (j,-l)-  =  cD(y«)_yY(y«). 

Se  fosse  nullo  il  detto  risultante,  <t>  e  V  ami^ etterebbero  un  divisore 
comune,  che  dividerebbe  anche  i  polinomii  {y  + 1)"  ed  (y  — 1)«, 
manifestamente  primi  fra  loro.  Dunque  il  termine  di  grado  v(2v  —  i) 
non  manca  in  ^,  e  però  il  grado  di  ^  è  certamente  di  parità  r— 1 
se  quello  deirequazione  proposta  è  di  parità  r, 

&)  Ciò  premesso,  supponiamo  che  Tequazione  proposta  abbia  i 
coefficienti  reali  e  sia  del  grado  n  =  2v,  con  v  dispari.  L'equazione 
§1=0  0  anch'essa  a  coefficienti  reali,  e  siccome  il  suo  grado  v(2v— 1) 
è  dispari,  esiste  (§3)  un  valore  reale  di  h,  che  annulla  ^.  É  (XLYII,  4) 
noto  che  per  lo  stesso  valore  di  h  i  polinomii  4>  e  V,  a  coefficienti 
reali,  come  si  vede  per  le  (2),  acquistano  un  divisore  comune  X, 
cioè  si  ha 

*(a?)  =  <p(a?)X(^)   ,    V(a?)  =  ni(^)X(a?)  . 
Quindi  l'eguaglianza  (3)  diventa 

A^)  =  [<p(l/*)  +  2/M^(l/')]X(2/«), 

ovvero,  sostituendo  x —  /i  ad  y,  f(x)z=f^(x)f^(x)y  dove  /i  ed  f^ 
sono  due  nuovi  polinomii,  a  coefflcienti  reali,  i  cui  gradi  sommati 
fanno  n.  Se  questi  gradi  fossero  pari,  uno  di  essi  sarebbe,  come  n, 
doppio  d'un  numero  dispari,  cioè  uno  dei  polinomii  /i  o  r,  si  trove- 
rebbe nelle  medesime  condizioni  di  f.  Allora,  operando  su  di  esso 
come  su  f,  si  potrà  costruire  una  successione  di  polinomii  a  coef- 
flcienti reali,  dai  gradi  decrescenti,  uno  dei  quali  dovrà  finalmente 
avere  un  grado  dispari  o  il  grado  2,  e  per  conseguenza  ammettere 
una  radice,  che  annulla  anche  il  polinomio  primitivo.  In  tutto  ciò 
si  è  tacitamente  supposta  l'esistenza  del  polinomio  ^;  ma,  se  questo 
svanisse  per  quel  valore  reale  di  h  che  si   è  considerato,  se  cioè 


-  349  — 

si  annullassero  simaltaneamente  ft,,  &,,  b^ l'equazione  proposta 

si  ridurrebbe  a  <b{y*)^0,  sarebbe  a  coefficienti  reali  e  di  grado 
dìspari  io  y*,  e  però  ammetterebbe  una  radice.  Il  teorema  è  dunque 
vero  per  tutte  le  equazioni  a  coe/pcientt  reali,  il  cui  grado  è  dis- 
pari o  doppio  d'un  numero  disparì. 

e)  Esso  è  anche  vero  per  tutte  jle  equazioni  di  grado  disparì, 
a  coefficienti  reali  o  complessi.  Sia  infatti  f(3)  un  polinomio  di 
grado  dìspari,  e  si  rappresenti  con  ff{s)  il  suo  conjugato.  La  funzione 

f{j)ff{z)  =  (tt  -f  ft>)  (w  —  iv)  =  «'  +  «*, 

che  ha  i  coefficienti  reali  ed  il  grado  doppio  d'un  numero  dispari, 
ammette  una  radice  a  +  '  P-  Questa,  se  non  è  radice  di  f{z),  annulla 
necessariamente  ff{z),  ed  in  questo  caso  (§  4)  è  il  numero  a —  ifi 
cbe  annulla  /"(»). 

d)  Finalmente  ci  resta  da  Ar  vedere  che  il  teorema,  supposto 
rero  quando  il  grado  n  ò  di  parità  inferìore  ad  r,  sussìste  per  la 
parità  r.  Per  questo  basta  immaginare  che  si  ripetano  le  prece- 
denti considerazioni  sopra  un'equazione  a  coefficienti  reali  o  com- 
plessi, osservando  che  le  equazioni  ^  =:0  e  4>  =  0,  le  quali  hanno 
{gradi  di  pantà  r  —  1,  sono,  in  virtù  dell'ipotesi,  soddisfotte  da 
qualche  valore  dj  A  o  di  |/'.  Si  arriverà  dunque  sempre  a  decom- 
porre f  nel  prodotto  di  due  altri  polìnomii  f^  ed  f^,  dai  gradi  n,  ed 
n,.  Se  uno  di  questi  numeri  è  di  parità  inferiore  ad  r,  il  corri- 
spondente polinomio  ammette  una  radice,  che  appartiene  anche 
ad  f.  Altrimenti  uno  di  essi,  per  esempio  n„  è  di  parità  r,  perchè 
se  Tossero  entrambi  di  parità  superiore  ad  r,  altrettanto  avverrebbe 
di  n-=n,  -|-n,  contrariamente  all'ipotesi.  Si  ripetano  allora  su  f^ 
le  considerazioni  precedenti,  e  si  costruisca  cosi  una  successione  di 
polìnomii,  necessariamente  limitata  perchè  i  gradi  decrescono.  Se 
la  parità  r  persistesse,  nel  caso  più  sfavorevole  si  arriverebbe  ad 
un  polinomio  di  grado  2^,  dopo  il  quale  verrebbe  necessariamente 
on  polinomio  di  grado  inferiore  a  2^,  e  perciò  di  parità  inferiore 
ad  r.  Un  tal  polinomio  ha,  per  ipotesi,  una  radice,  e  questa  appar- 
tiene anche  al  polinomio  primitivo. 
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6.  Corollario  i  Offni  equazione  cUgehtica,  di  QroM  n,  a  coef- 
flcienU  reali  o  complessi,  ammette  precisamente  n  radici  reaU  o 
complesse.  Si  è  visto  che  f{x)  ammette  almeno  una  radice  a^.  Se 
si  osserva  che  t\x)  —  fio)  è  sempre  divisibile  per  x  —  a,  si  può 
scrivere,  prendendo  a  =  a, , 

dove  f^{x)  è  un  polinomio  di  grado  n^  1,  che  ammette  almeno 
una  radice  a,,  ed  è  però  scomponibile  in  {x  —  ^Uix),  ecc.  Cosi 
proseguendo  si  ottiene  finalmente 

r{x)  =  {x  —  a,){x  —  a,)  (a?  —  03) ...  (0?  —  a.) . 

Ciò  premesso,  siccome  per  Tannullamento  del  prodotto  precedente 
è  sufficiente  e  necessario  TannuUamento  di  qualche  fattore,  si  può 
asserire  che  a,,  a,, . . .  a^  sono,  come  a^,  radici  di  f{x\  e  che  non 
esistono  altre  radici  nel  campo  dei  numeri  reali  0  complessi.  Si  noti, 
per  finire,  la  necessità  di  questa  restrizione  sulla  natura  delle  ra- 
dici e  dei  coefficienti.  Ha  infatti  dimostrato  Hamilton  che  Tequa- 
zione  generale  di  secondo  grado,  per  esempio,  ammette  sediici  radici 
quando  il  campo  dei  numeri  si  estende  tanto  da  includervi  i  qua- 
ternioni. 

7.  OosorYozioiii  1  a)  Nulla  impedisce  che  alcune  delle  a  siano 
uguali  fì*a  loro:  il  comune  valore  dicesi  allora  roc^ft^  mu/tfpto  del* 
Tequazione.  Posto,  in  generale, 

f(x)  =  (x  —  aj'  {x  —  aj* ...  (a?  —  a,)*"' , 

con  le  a  tutte  diverse,  il  numero  n  ò  l'ordine  di  muU^UcUà  della 
radice  a^,  la  somma  r^^  +  ^2  +  •  •  •  +  ^t  è  sempre  uguale  al  grado 
n  dell'equazione,  e  si  dice  che  questa  ha  r^  radici  uguali  ad  a, , 
r^  radici  uguali  ad  a^,  ecc. 

b)  Due  polinomii  che  hanno  in  comune  una  radice  a  non  sono 
primi  fra  loro,  poiché  ammettono  entrambi  il  divisore  ^  — a.  Re- 
ciprocamente, se  due  polinomii  ammettono  un  divisore  comune,  ogni 


radice  di  questo  aanalla  ì  polinomii  stessi.  Sono  dunque  due  fatti 
che  sì  equivalgono  perfettamente  la  simultanea  divtsiàiUlà  di  due 
polinomii  per  un  terzo,  ed  il  loro  simultaneo  annullamento  per 
uno  stesso  valore  delle  variabile. 


XT.TX.  RADICI  COMUin  A  DUE  EQUAZIONI 
E  BADICI  MULTIPLE. 

1-  Radici  comuni.  Se  ^(fc)  è  il  massimo  comun  divisore  di  f(cc] 
e  g(x),  posto 

è  chiaro  che  ogni  radice  di  ^  è  radice  di  fé  di  ^,  e  che,  reci' 
procamente,  ogni  radice  comune  a  questi  due  polinomii  è  radice  di 
9,  perchè  non  possono  i  polinomii/',  e  g,,  primi  A'a  loro,  annui' 
nallarsi  simultaneamente.  Dunque  le  radici  comuni  a  due  funzioni 
tniere  sono  tutte  e  soltanto  quelle  cfie  annullano  il  massimo  comun 
divisore  delle  funzioni  stesse.  Questo  teorema  mette  in  luce  la  de- 
composizione del  massimo  comun  divisore  in  fattori  lineari.  Se  k 
funzioni  f  e  g  hanno  r  sole  radici  uguali  ad  a,  5  a  fi,  <  a  r.  ecc.,  il 
loro  massimo  comun  divisore  è 

3{x)  =  {x—a)'  (a;  —  p}'  {x^if... 

Vedremo  subito  come  la  ricerca  delle  radici  comuni  si  riannodi  im 
mediatamente  ai  metodi  di  eliminazione. 

2.  La  proposizione  che  serve  (XLVII,  4,  a)  di  base  al  metodo  d 
Eulero  si  estende  facilmente  osservando  che  la  possibilità  di  de 

=  aoar^  +  a,ar*-^'  +  ...  +  a,_,  , 
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in  modo  che  si  cibbia  identicamente 

rgi—gfi  =  o 

è  necessaria  e  sufficiente  perchè  i  polinomU 


(1) 


ammettano  un  divisore  comune,  il  cui  grado  non  sia  inferiore 
ad  i.  Intanto  Tidentità  (1)  si  risolve  {cfr.  XLVII,  4,  b)  in  un  sistema 
di  equazioni  lineari  ed  omogenee  fra  le  a  e  le  p,  e  però  la  possibi- 
lità dì  determinare  fi  e  Qì  equivale  al  simultaneo  annullamento  dei 
maggiori  determinanti  d*una  certa  matrice,  che  si  deduce  da 


&\  — 


«0       ^1 


a. 


0     «0    a^ 
0     0     a« 


0 
0 
0 


0     0      0 


mercè  la  soppressione  delle  ultime  i  —  1  fra  le  prime  n  orizzontali 
e  delle  ultime  i — i  orizzontali.  Sopprimendo  ancora  le  ultime  2/— 2 
verticali,  delle  quali  le  ultime  i — 1  sono  composte  di  zeri,  si  ottiene 
un  determinante  Si^_^ ,  che  diventa  Si^\^ ,  ^J^^ 

alla  sua  ultima  verticale  si  sostituiscono  successivamente  le  t  — 1 
verticali  seguenti.  Perchò  possa  aver  luogo  la  (1)  sono  necessarie 
e  sufficienti  le  condizioni 


>  •  •  • ,  S^iZi   9^^^^ 


^^^  =  0,  ^j^^  =  o,  ^^=o,...,ait;i)=o 


(2) 


Per  agevolare  la  costruzione  dei  determinanti  Si     ò  uUle  scrivere 
in  ordine  inverso  le  prime  n  orizzontali  di  ^,  in  modo  da  dover 
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i  e  le  ultime  i  equazioni,  le  rimanenti  »  +  "* — 2f  si  considerino 
come  lineari  nelle  potenze  di  ;r,  Sno  alla(n-{-m  —  f)*™  esclusa. 
Bliminando  le  potenze  con  esponente  superiore  ad  ^  ai  ottiene  l'e- 
quazione 

Ora,  se  p  è  il  grado  di  Qt,  è  chiaro  che  f  e  g,  simultaneamente 
divisibili  per  tutti  i  divisori  lineari  di  ^,  ammettono  anche  divisori 
comuni  di  qualsiasi  grado  che  non  superi  p,  ma  non  di  grado  su- 
periore, cioè  ridentità(l)  è  verificata  per  f=l, 2,3, ...  ,j),  Donper 
i>p.  Sono  dunque  nulli,  in  virtù  delle  (2),  ì  determinanti  $L,  ^u 
Sit,...,  §i,-i,  ed  è  illusoria  la  (3)  fintantoché  i<p,  ma  non  è  il- 
lusoria l'equazione 

%^  +  ^p'^"'  +  ^^'^^  +  ■■■  +a^'  =0.  (4) 

Questa,  inoltre,  dovendo  essere  soddisfatta  da  ognuna  delle  p  radici 
comuni,  non  può  essere  di  grado  inferiore  a  p,  e  però  ^=4=0. 
Dunque  U  numero  delle  radici  comuni  (uguali  0  disuguali)  è  dato 
dall'indice  del  primo  termine  non  nullo  della  sìuxessione  $1,  §i„ 
^>  ^f-,  ed  i  valori  delle  radici  si  ottengono  risolvendo  l'equa- 
zione (4). 

5.  Si  riprendono,  per  esempio,  le  eqDazioni  del  §  3.  Formato  il  eistema 
OfiC*  +  a,  x*  +  Ofj^  +  a^x  -|-  «j  =  0  r 

ae  tono  eoddiafette  le  coodiziom  ^  =  0,  Sl|=^0,  Sit=^0,  ai  pnfr  tnbito  (wMrìrf 
che  le  eqnaidoni  considerata  hanno  dna  soie  radici  oomnni,  per  determinare  le  quali 


I.  .1  «^y 
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7.  Per  la  determinazione  delle  radici  multiple  dei  yarìi  ordini  si 
suole,  nella  pratica  del  calcolo,  procedere  come  segue.  Sia  fjix)  il 
prodotto  dei  fattori  x — a  corrispondenti  alle  radici  semplici  di  f(xy 
Sia  f^{x)  il  prodotto  analogo,  corrispondente  alle  radici  doppie,  ecc., 
dimodoché 

ax) = r,{x)  u\x)  r,\x)  f,\x) . . . 

Si  è  (§  1,  6)  visto  che  il  massimo  comun  divisore  di  feà  f  è 

3>,{x)  =  f,lx)f,\x)f,\x),.. 

Similmente  il  massimo  comun  divisore  ^,  di  §2)|  e  della  sua  deri- 
vata è  Ts /ì* •  •  •  >  quello  di  ^,  e  della  sua  derivata  èf^...;  ecc.  Si 
divida  f  per  ^^y  poi  ^^  per  Q)^,  ecc.,  e  siano  q>|,  <Ps,...  i  quozieDti. 
Si  ha 

<Pi(a?)  =  fiioo)  fj^x)  fj,x) . . . ,  (p,(a?)  =  f^x)  flx) . . . ,  <P3(^)  =  flx)  ....... 

e  finahnente 

Basta  ora  risolvere  separatamente  le  equazioni  /*^=O,/',=O,/3=0,... 
La  ricerca  delle  radici  multiple  è  dunque  costituita  da  quattro  serie 
di  operazioni,  cioò  una  serie  di  ricerche  di  massimi  comuni  divi- 
sori, due  serie  di  divisioni,  ed  una  serie  di  risoluzioni  di  equazicmi 
a  radici  semplici  C). 

8.  Il  dlserimUtante.  Perchè  una  funzione  intera  abbia  radici 
multiple  ò  necessaria  resistenza  di  radici  comuni  alla  flmzione  stessa 
ed  alla  sua  derivata,  e  però  bisogna  che  sia  nullo  il  risultante  delle 
due  funzioni.  Questo  risultante  si  chiama  il  (Uscriminanie  dell'equa- 
zione proposta,  e  si  rappresenta  con  A.  Per  ottenerlo  è  utile  reo- 


(*)  Sulla  determinaxione  della  radici  multiple  vedi  ancora  la  Twria  dei  déUrminanti  del 
Tbudi  (p.  179). 
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dere  omogenea  l'equazione,  cioè  sostituirvi  -   ad  x,  moltiplicando 
poi  tatto  per  i^.  L'equazione  diventa 

/Xa;,»)— o,ir'^-a^a^-*l/^-o,ir•-*y*+■■■  +  fl■I''=0■ 
0^a  essendo,  pel  teorema  di  Eulero  (XXXIV,  il), 

si  7ede  che  ogni  radice  multipla  di  f  annulla  f^  ,  e  reciprocamente 
ogni  numero,  che  simultaneamente  annulli  f^'  ed  /^',  è  radice  mul- 
tipla dì  f.  Dunque  il  discriminante  dell'equazione  proposta  pniò  dif- 
fuire  solo  per  un  fottore  costante  dal  risultante  delle  derivate  par- 
ziali del  primo  membro. 

S.  Si  consideri,  per  eseiapio,  l'equuione  di  terza  grado 
o,**  +  3a,a:' -f  So»»  +  a,  =  0 . 

pHtD 

/ì;i  ,  y)  =  floa!"  +  3<i,«v  +  So,  V + «ly' . 
■i  hft 

g/'/  =  ao**  +  2a,a!3/  +  a,!('    ,     ^ f,' =  ai  1^  +  20^x9 +  <i,y'. 

n  disoriminaiite  deU'eqaauane  considerata  è  dnnqao  (XLVn,  2) 
A  =  4Ka,-a,»)(«,a,-<i,*)-(a„o,-a,a,)«, 
dot 

A  =  3o,»a,'  -\-  eOoOi  >],(),  —  Vj'  —  4a«0t'  —  4(i,o,' , 
Similmente,  per  l'eqoazioDe  di  qoarto  grado 
,  0,0!*  +  4ai«»  +  6a,K"  +  4o,a:  +  o^  =  0  , 

ei  ottietw,  come  ha  notato  Boole, 

A  =  I'  — 27J', 
doTS  I  e  J  sono  gli  tuTariantì  (2III,  5) 

So,'    ,    J  =  Ooa,a(  +  2a,a,a3  — 0,'  — OgO,'  — ajo,» 


»i 


—  358  — 

della  qnartica  binaria.  II  discriminante  deireqnazione  generale  di  grado  n  è  nna 
funzione  dei  coefficienti,  che  ba  il  grado  2  (n  —  1)  ed  U  peso  n{n  —  1).  Più  ge- 
neralmente chiama  (*)  Sylveater  discriminante  d*nna  forma  algebrica  di  v  vaiìa- 
bili  il  risultante  delle  sne  derivate  parziali  prime:  è  nna  fdnzìone  omogenea  ed 
isobarica  dei  coefficienti,  atrente  il  grado  v(n  —  1)*-^  ed  il  peso  n{n  —  1)*-^ . 


L.  FUNZIONI  SIMMETRICHE. 


1.  Una  ftinzione  di  n  variabili  a, ,  o^,  a,, . . .  ou  dicesi  simm^ 
irica  quando  resta  inalterata  nella  forma  ad  ogni  permutazione  tra 
le  variabili.  Sono  per  esempio  simg^ietriche  le  somme  Cp  dei  pro- 
dotti p  a  p  delle  variabili,  cioè 

Son  queste  le  funzioni  simmetriche  fondamentali.  Posto,  come 
sempre  (XLYIII,  6)  si  può, 

a^os* -\- a^a^^  +  •  •  •  +  «•  =  ao(a?  —  a^)  Ca?  —  a,) ...  (a?  —  cu) , 

si  ottengono,  sviluppando  il  secondo  membro,  le  relazioni 

e  — — ?^      e  — ^      e  —  —  ^  e  — r— ir— 

che  sono  da  ritenere.  In  particolare  non  si  dimentichi  che,  in  ogvd 
equazione  algebrica,  la  somma  delle  rabici  è  uguale  al  eoe/fidente 
del  secondo  termine,  diviso  per  quello  del  primo  e  camiMato  di 
segno,  e  che  U  prodotto  di  tutte  le  radici  è  u^guale  al  termine  in- 
dipendente diviso  pel  coefficiente  del  primo  termine,  e  carnbiato 
di  segno  quando  il  grado  è  dispari. 
Sono  anche  importanti  le  funzioni  simmetriche 

*P  =  ai'  +  ct,'  +  a3'  +  ...  +  a/ 


(*)  Philosophical  Magasine,  1861. 
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È  questa  la  formola  (*)  dì  Girard,  che  permette  di  esj^niere,  me- 
diante calcoli  successivi,  le  ^  e  le  e  in  funzione  razionale  ed  intera 
le  une  delle  altre.  Si  trovano  cosi  le  relazioni 


3.  Fopmole  di  Waplng.  Alle  medesime  relazioni  si  giunge  di- 
rettamente partendo  dairidentità 

('-■?){•-?)•■■  ('-^)='-^+à—-±^- 

Posto,  per  brevità, 

dalla  precedente  uguaglianza  si  deduce,  prendendo  i  logaritmi  dei 
due  membri  e  adoperando  noti  sviluppi  (XXXVI,  4,  a,  d), 

t?  =  — 10g(l  — M)  =  W-|-^+y+...,  (2) 

purché  \x\  sia  tanto  grande  da  rendere  |u|  <  1  :  ciò  è  sempre  pos- 
sibile^ perchè  u  tende  a  zero  quando  os  cresce  airinfinìto.  Inve^ 
samente 

«  =  l_e-.  =  ^-j-^  +  y-^-...  (3) 


(*)  Una  ingegnosa  dimostrasioae  flgarata  trovasi  in  Luok»  «  Thé^ri$  d/$t  Mom^rst  »  (p.  868). 


Intanto  rappresentiamo  con* 

la  somma  dì  tutti  i  prodotti  analoghi  a  enErtEri-.-er,-,  essendo  r,, 
r„r,,...,n  numeri  interi,  positivi,  uguali  o  disuguali,  aventi  per 
somma  p.  In  altri  termini  poniamo 

1  1  T 

S€,=  ep  ,    Oe,  =  e.£^,  +  e,e,_,-+-...  +  v,6, Se,  =  e,'. 

Ciò  premesso,  basta  uguagliare  fra  loro  i  coefficienti  di  arf  nelle 
relazioni  (2)  e  (3)  per  ottenere  le  formole  di  Waring: 

4.  Offrii  funzione  simmetrica  intera  è  funzione  razionate  ed 
intera  delle  fitnziotU  simmetriche  fondamentali.  Questo  importante 
teorema  si  trova  già  dimostrato  per  te  funzioni  s,,  s^,  S3,.. .,  cioè 
per  le  funzioni  del  tipo  (1)  nel  caso  particolare  di  v  =  l.  Basta 
dunque  provare  che  sussiste  per  un  dato  valore  di  v  quando  è  vero 
per  <^Di  valore  inferiore.  Ora,  eseguendo  una  prima  sommazione 
nella  funzione  (IX  questa  si  può  scrìvere  così  : 

Va.'^a^'''..  -o^(Sp,  — a,»^  — a,'^  — .  -  ■  —  ofi,) 

~\a^'^at'^'-*-" . . .  af^'  — . . .  —  Va/'a," . . .  a^Y'^'^  ■ 

Le  funzioni  che  compariscono  nel  secondo  membro  son  tutte  del 
tipo  (1),  a  preaciodere  dal  cambiamento  di  v  in  v  —  1  0  in  1.  Esse 
son  dunqoe  esprimibili  mediante  funzioni  razionali  ed  intere  delle 


funzioni  simmetriche  fondamentali,  e  però  afirettanto  si  paò  dire 
del  primo  membro.  Veramente  la  trasformazione  che  precede  sup- 
pone che  gli  esponenti  p  siano  tultj  diversi;  ma  quando  avviene 
che  dae  o  più  esponenti  siano  tra  loro  eguali,  le  riduzioni  che  si 
otteng(Hio  non  sono  tali  da  mettere  in  fallo  it  teorema.  Basta  poi 
pensare  che  alle  s  si  sostituiscano  le  corrispondenti  (§  2)  espressioni 
nelle  e  per  convincersi  delta  verità  della  proposizione  enonciata. 

5..  Ecco  ftlcnni  eeem^L  La  fansione  (1)  per  v<=2  i  ogoale  A 

/  . oi'' (°t''  +  «i'* 4- . . ■  +  a-'*)  =  / , a'' (»>,  —  <h'') ■ 

Donqne 

m»,  w  p^^pf^p,  ciaaean  termine  è  contato  due  volte,  e  peri  Ium^t»  ridane 
a  metii  àìt  che  diventa  l'eapreaùone  (4): 

Similmoite 

2j  Oi''o,''a ,'•  =S    <h'^<h''(»f,  —  «i''  —  <>«'•)  ■ 
OiB,  nUliEundo  (4),  si  pnò  scrìvere,  al  poeto  dell*n]tinui  esprwmoite, 

Dnnqne 

2j  ot'o.''  O)''  =  g  W  —  ^'hp  +  ^r)- 

6.  Nella  pratica  del  calcolo  conviene  evitare  ti  passaggio  per  le 
funzioni  s,  e  questo  scopo  si  raggiunge  lasciandosi  guidare  dalla 


considerazione  del  peso  e  del  grado  dell'espressione  di  cui 
io  cerca.  Nei  termlDi  di  questa  espreasioue  non  possono  con 
più  dì  p  attori  e,  se  p  è  il  massimo  esponente  nella  Cinzie 
perchè  ogni  e  è  del  primo  grado  in  ciascuna  delle  a.  Uà  il 
di  ogni  e  rispetto  a  tutte  le  variabili  ò  precisamente  uguale 
indice,  e  però  il  poso  dell'espressione  cercata  dev'essere  ugi 
numero  totale  delle  variabili,  uguali  o  disuguali,  che  compai 
in  ciascun  termine  della  (1),  cioè  a  p,  -\-Pt  -f-  •  •  •  -\-Pf  Si  de 
per  esempio,  di  esprimere 


nelle  funzioni  simmetriche  fondamentali.  La  formola  (5)  dà 

2  ^a,a,'  a,'  ^^  s^  s^  s^  —  (s,  «j  +  *t  **  +  V)  "I"  2s«  ; 

ma  ora  bisognerebbe  sostituire  tutte  le  s  in  ftinztone  delle 
calcolo  si  protrarrebbe  troppo,  senza  possibilità  di  verificar] 
volmente  il  risultato.  Invece  le  osservazioni  fatte  precedent 
permettono  di  scrivere  subito 


^«iV«3' 


=  ft,CB+ftiC,C5  +  ft,C^4+ft^,'+A^C,*C4  +  ftBC,'-fJ 


Si  determinano  poi  le  costanti  numeriche  h  scrivendo  sett 
questa  eguaglianza  per  sette  casi  particolari  presi  ad  arbi 
tal  modo  si  viene  generalmente  a  costituire  un  sistema  di 
zioni  lineari,  che  porge  i  valori  delle  A.  Nel  caso  attuale  si  ot 

T'aiOt'Oi'  =  —  12c,  +  7c,C5  +  40,0,  —  3c,'  —  3c,*C,  +  C, 

7.  Interessantissima  è  la  flinzione  simmetrica 

A  =  (a,  —  at)*(ai  —  a»)'(«t  —  °s)*  ■  ■  ■  (°.-i  —  "■)*  > 


[*)  Sane  aUta  UHIrnite  tavola  dalla  fniuiaiil  sinaetriaha  intara,  «apraua  Dalli 
fendknwDtaU,  fiso  tì  tredkatlmo  grado.  Tedi  la  JfoM  «ll'Algabra  mparion  e 
(£•  M.  tnmn.,  f.  BOS). 
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che  dicesi  (VI,  2)  discriminante  delle  quantità  a^,  a,,...,  a..  Poiché 
il  suo  annullamento  è  necessario  e  sufficiente  per  regvagliaDza  di 
due  0  più  a,  è  chiaro  (XLIX>  8)  che  il  discriminante  d'una  equa- 
zione algebrica  non  può  diflTerire  che  per  un  fattore  costante  dal 
discriminante  delle  sue  radici.  Àhbiamo  cosi  un  nuovo  metodo  per 
calcolare  il  discriminante  d*una  data  equazione.  Per  esempio  il  di- 
scriminante deirequazione  di  terzo  grado 

è 

A  =  (Qj  —  a,)* (03  —  aj^la^  —  a^i* , 

se  a^,  a,,  «3  sono  le  radici  deirequazione  stessa.  Per  esprimerlo 
nelle  e  adoperiamo  il  metodo  esposto  nel  paragrafo  precedente.  Os- 
servando che  ogni  a  si  trova  al  quarto  grado  nello  sviluppo  di  A, 
che  ogni  termine  dello  sviluppo  consta  di  sei  fattori  a,  uguali  0 
disuguali,  e  finalmente  che  Cp  =  0  quando  p  supera  3,  si  debbono 
anzitutto  cercare  le  decomposizioni  di  6  in  somme  di  quattro  nu- 
meri interi,  compresi  fra  0  e  3  inclusivamente.  Esse  sono 

0  +  0  +  3  +  3    ,     1  +  1+2  +  2    ,    0  +  2+2  +  2    , 
l  +  l  +  i  +  3    ,    0  +  1+2  +  3. 

Ora  si  può  subito  porre 

Per  determinare  le  h  si  attribuiscano  alle  a  diversi  sistemi  di  va- 
lori. Prima  si  osservi  che  per  a,  =  0  Teguaglianza  precedente  di- 
venta 

Dunque  ft^  =  1,  A,  =  —  4.  Supponendo  poi  le  a  tutte  uguali  Ara  loro 
si  ottiene 

fto  +  27A3  +  9A^=27. 
Supponendole  invece  uguali  a  2,2,  —  1,  dimodoché  €4  =  3, 0^=0, 


c,= — 4,  si  trova  4ft|,=  27ftj.  Finalmente,  per  o,  =ai=l 
a,  =  — 1, 

*•  —  *.  + A*  =  —  5. 

Le  ultime  tre  equazioni  danno  ft^  ^  —  27,  ft,  =  —  4,  A,  =  18.  Dunq 
{c(^.  XUX,  9) 

A  =  —  27Cj*  +  c,*C^  —  4c,*  —  4c,*C,  +  18c,C,Cb  . 

Si  Dofi  che  nel  discriminante  d'una  equazione  di  grado  n  com| 
risce  sempre  il  termine  — wc^^.  Ancora  rammentiamo  (VI, 
che  A  ai  esprime  nelle  s  mediante  il  quadrato  del  determinante 
Vandermonde.  Per  l'equazione  di  terzo  grado  è 

A  =    s^Si  s^    =  —  3s,*  —  5,'  +  2*. Jt«,  —  Sy*S^  +  Zs^s^ . 


s„  Si  s 
St  St  s 

s.  s.  s 


8.  La  teoria  delle  finzioni  simmetriche  conduce  ad  un  meta 
di  elimfnaziOne  che  si  può  ctmsiderare  come  il  più  soddisfkcei 
dal  punte  di  viata  teorico.  Se  ^  e^^  sono  due  funzioni  internare 
per  radici  a,,  a, , .  .  . ,  a,  e  ?,,  ^, ,  ■  • . ,  9.  rispettivamente,  la  a 
dizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  f  si  annulli  per  qualche  : 
dice  di  ^  è  che  sia  nullo  il  prodotto  /X0,)/XPi}>  ■  ■ /"O.),  funzio 
simmetrica  delle  radici  di  ^.  La  teoria  delle  funzioni  simmetrie 
insegua  a  convertire  il  precedente  prodotto  in  una  funzione  raz 
naie  ed  intera  dei  coefficienti  dei  due  poUnomii,  e  si  ha  cosi  i 
DQOvo  metodo  per  la  determinazione  del  risultante.  Adunque  ìl 
sultante  di  f  e  ff  può  difTerìre  solo  per  fattori  costanti  dai  prode 

AP,)AP,)---APJ  .  0Ìai)ffM--ffiO- 

Ora  il  teorema  di  Bézout  (XLTII,  8)  riesce  evidente.  Se  poi  ì  p< 
Domii  si  mettono,  come  sempre  sì  può,  sotto  la  forma 

f(w)  =  {ir  —  a,)  (a;  —  a,) ...  (a;  —  a.)  , 
tf(ir)  =  (iB  — p,){a;— p,)...(a;  — pj  , 


ubilo,  per'  ciò  che  precede,  che  11  rlaultante  è  uguale  a 

TT(Oi  -  0.)  (a.  -  P.)  - . .  (CK  -  W  =  rT(*  -  B/) . 

rodotto  delle  differenze  fra  tutte  le  radici  d'un  polinomio 
uelle  dell'altro. 

imo  metodo  di  alimioaziooe  pal>  ADche  terrire  tX  calcolo  di  oarii  det«^ 
m1,  por  esempio,  il  risnltante  delle  fansioni 

«-—1    ,    A*)  =  '"i  +  '»i«  +  »,iC  +  ---  +  ft.«"' 
do  di  Salerò, 


«...   a..,    Oh       0   .. 
m-J   On-t    ((.-i   a... 


0  OD. 
-1  0  0. 
0—10. 


-1  verticali  *i  aggiangono  ordinatamente  le  ultime  ti — 1,  n 

(6) 


a*        m    Ut  - 
a,,i    a.    ai  . 


{saltante  ai  perriene  sabito  co)  metodo  di  Béiont.  D'altra  parte,  N  w  i 
(XLID,  2,  4)  prìmitifa  n~°  deU'nnità,  il  maltute  di  cni  si  tntta  è 
le  a/tl)/tw)Au<»)...rti«"-').  Dal  confronto  si  dedace  (c^.  VI,  3)  il 
circolante  (6).  Per  esempio 

la    6    c|=(a  +  6  +  c)Ca  +  6u«  +  eu.')(a  +  fcu^  +  cm). 


—  ses- 
si ottiene,  per  04  ssaj  ed  01  =  014, 

(«i  —  Oj)*  ===  *o(at*  +  V  +  4ai  Ot)*  +  4A;,  oi  0»  (oi  +  oj)*  +  *,  ai%*  ; 

quindi  A^q  =s  1 ,  ki^=s  —  3 ,  A;,  =3 12.  In  tal  modo  si  ritrova  Yinoariante  quadra^ 
tieo  della  qnartica  binaria: 

Più  generalmente,  per  ogni  quantica  binaria  di  grado  pari  (*) 

è  inTariante  la  funzione  simmetrica 

V  (oi  —  ot)"  (a,  —  a*)^ . . .  (cu_i  —  oj* 

delle  radici  di  f(x ,  1),  che  si  esprìme,  a  prescindere  da  un  fattore  numerico^  così: 

i  =  2  (^  —  ^)^=  2  l^*»  —  |-aia«-i  -j r— ^ — a^On^t — ...-j-a^Oo  I  • 

8.  All'invariante  cubico 

Jc=l(2ci»-9c,c,c,  +  27c,«c*-72c,C4  +  27V) 

della  qnartica  f(x ,  y)  si  è  poi  condotti  considerando  la  funzione  simmetrica 

«^=  (03  —  oi)  (Of  —  aO  (oi  —  a^  (aj  —  a*)» 
+  (a,  —  04)  (oi  —  04)  (a,  —  a,)*  (oi  —  a^)* 
+  («1  —  «a)  («1  —  a*)  (fls  —  <»i)«  (oj  —  a*)* 

delle  radici  di  /"(d; ,  1).  Il  doppio  di  J  si  scompone  facilmente  nel  prodotto  di  tre 
&ttorì,  che  si  deducono  da  2  (a,  as  +  <*i  <»*)"•(«•  4"  <*»)(«! +  «4)  permutandoYÌ 
circolarmente  le  a.  Gli  invarianti  I  e  J  qui  trascritti  differiscono  solo  per  fat- 
tori numerici  da  quelli  (XLIX,  9)  considerati  precedentemente;  ma  la  rehizione 
già  segnalata  fra  i  tre  invarianti  si  deve  modificare  co^: 


(*)  Vedi  VAlgèlfre  supérieure  di  Salmon  (2"*  Ad.  fran«.,  pp.  184,  254). 


j.  t«r  brevità. 

"'-(T 

^+(T 

:^  + 

■■+(7 

1 

>  regiugliana 

<i  ottiene 

I 

+,^ 

iF+- 

■+<^ 

H.. 

f=„ 

-Wt  . 

Bntamente 

---(» 

-.z^- 

f=». 

-<J,»  = 

a,  0,   . 
a,  a. 

'rva  che  il  seeoado  membro  ì  il  quadrato  della  matrice 

-a,     X  —  a,  X  —  0.! 


J_V/_! 1      \'      V         (°.-ai)' 

'    ZjU-«    «-"i)     Zj («-».)■  («-»,)■• 

nte 

aw  -  5^  («i-«J'(»-«J' («-".)■ («-«.)■, 

lo  la  Bomm»  estesa  a  tatte  le  coppie  di  radici.  Come  si  Tede,  H{x)  i 
oa  dì  quadrati,  i  quali  son  tutti  podtirì  qnando  x  e  le  a  sodo  Tealì. 
che  Doa  è  possibile,  in  tali  cundizioni,  che  S  ù  annnlli,  a  meoo  cbe 
inallino  simattaneamente  tutti  i  qaadrati:  ab  può  accadere  eoi  quando 
alano  &a  loro  uguali.  Dnnque  (*),  se  una  ftuitiotu  intera  ha  tutte  U 
ài  e  distinte,  ìa  sua  htatiana  le  ha  tutte  immaginarie. 

tile  oMervare  che  It  radici  muìt^k  di  t  tono  radici  nudt^ìe  ài  H. 
8  f  ammette  il  diTisore  {«  —  a)',  altrettanto  bì  pud  dire  di  /"*  e  ron- 


I 

fi.. 


—  872  — 


Quindi 


=  fi(n<ys  —  <j,  aj)  —  20,  (n<y,  —  a,*)  =  n'aj 


3ftai(7)  -|-  2a,' . 


K* 


r' 


•'v 


Se,  indicando  per  un  istante  con  a ,  p ,  t  »  •  •  •  le  frazioni  

secondo  membro  dell*Qltima  eguaglianza  nel  segnente  modo 


,  scrìTiamo  il 


=  (n-l)(n-2)2^a«-3(n-2)^aP(a  +  «  +  12^aPT, 

riconosciamo  subito  che  questa  espressione  proviene  dairaddiuone  di  tutte  le 
quantità  analoghe  alla  seguente 

2(o»  +  p«  +  Y*)-3(JT0  +  t)-3To(T  +  a)-8ap(a  +  p)  +  12apT, 
e  siccome  questa  non  è  che  lo  srilappo  del  prodotto 


si  può  scriTere 


(2a-P-T)(2p-T-  o)(2Y-a-P), 


«.^y  /_2 1 1_\ 

x/_? 1 ì_ì 

\x  —  CLj      X  —  Ok      X  —  a*  / 

x(-? l L_ì 

\x  —  Uh      X  —  ttt      X  —  o// 


Dunque,  finalmente, 


0(«)  «=  ]^[2(aia?  +  Ot  a,)  —  (a,  +  a,)  {x  +  Oj)] 
X[2(a,a  +  a,o,) 


(«1  +  «0  («  +  «>)]  («— a4)"(«— o,)»...(«-(u)', 


estendendo  la  somma  a  tutte  le  teme  di  radici. 


--- 


8.  Riprendiamo  le  formolo  di  definizione 


»t 


H=(n-l)r-nff"    .     Q='(n-2)Hr-^fH' 


i 


—  313  — 
Elenndo  la  seconda  a  quadrato,  ed  eliminando  f    mediante  la  prima,  A  otti 

(•-!)«■ 

=  (n-2)'ir'(H  +  n/T)-n(n-l)(«-2)Ha7/-+^(»-l)/^ff' 

»_«(n_2)B/'[(n-I)Hr-(»-2)ffr]-  ^(«-  WH'", 
doTe  A  è  posto,  por  broTità, 

«  =  (n  — 2)»  H'—Cm-I)  C'- 
Ancora A  fa» 

ff'-(i.-2)rr-»/'r', 

e  consegnentenieDte 

(,_i)HY'-("-2)ifr-»^[(«-2)r'-("-i)r/-]. 

Quindi 

^_(.-  2)ii[(„_2)r'-(.-i)rr]-^fl'- 

Il  a«oondo  membro  ì  una  fìiDiione  intera.  Srisfa  danqne  una  eom&muibtM 
•wore  i&  H*  «  Q*,  dùntiMIe  fwr  f .  Onesta  oHeirazione  permette  di  trovare, 
ogni  nloie  di  n,  importanti  relamni  tra  f,  H,  Q.  Bisogna  ancora  notare  i 
eaaendo  4>  del  grado  6(n  — 2),  it  suo  quoziente  per  f*  ha  il  grado 

6{H-2)-an  =  4(«-3). 

Gioia  finalmeuta  conoscere  i  termini^di  più  alto  grado  in  H,  Q,  4.  Partendo 

^=  «"  —  e,ic"-i  +  Cf!»^-'  —  e,*"-»  + 

n  trora 

H=[(n-l)c,»-2«c]«»-'  +  ..., 

g  =  [(H  — 1)(»~2)<!,'— 3ti(»»  — 2)e,c,-[-Si^c,]a?'^+..., 

♦  =  [-»„«(»- l)c,'  +  8(»-l)(».-2)'c,«V-8«(«-2)« e,' 

-6(M- l)'(»-2)e.'c,+ 18n(B- l)(n-2)c.c,c,]  »'a«'-" + 

9.  Per  esempio,  hessìanB  della  cubica 


■'  -7*}v55: 


—  374  — 
è  la  qaadrica 

H  =  2  j(Cj»  —  3«J  ir*  —  (e,  e,  —  9ca)  a;  +  (c,«  —  SctCì)] , 

il  cui  diBcriminante  (efr,  §  6)  è.  proporzionale  a 

4  [(c,c,-.9c,)«-4(c.«-.3c,)(V-3o,c,)]  =  -  1.2A . 

È  (*)  anche  questo  il  yalore  di  ET^  quando  ^=0.  Intanto  si  noti  che,  per 
n=:3,  il  primo  termine  di  <t>  diventa  54 A.  Dunque 

H'  — 2C*=54/'A. 

Questa  identità,  segnalata  da  Gayley  {**),  include  la  nota  relazione  di  Boole  fra 
gli  iuTarìanti  della  quartica.  Infatti,  essendo  (§  5,  7) 

^-=(a,-o,)"(«-a4)»  +  (ai-ai)*(«-a,)"  +  (a,-a,)"(«-o,)», 

C  =  [2(a|«  +  a,a8)-  (a,  +  a,)  (a?  +  a,)] 
X  [2(aja;  +  a,ai)  —  (a,  +  aj)  {z  +  aj] 
X  [2(d,«  +  Oio,)  —  (oj  +  oi)  («  +  a,)]  ^ 

si  Tede  che,  fissato  x^  la  quartica  definita  daUe  radici  Oi,  Of»  a,,  «,  ammette 
(§  2)  come  invariante  quadratico  appunto  ^  H,  e  (§  3)  come  invariante  cubico 

^  Q.  Ora  basta  immaginare  che  si  faccia  a;  sa  04,  e  conseguentemente  J9r>=21, 

Q  «ss  2J,  e  che  ad  f*  A  si  sostituisca  il  prodotto  dei  quadrati  deUe  differenze  di 
Oi ,  o^ ,  a, ,  X ,  cioè  il  A  della  quartica,  per  ottenere  subito 

10.  AUa  relazione  di  Cajley  si  perviene  in  varii  altri  modi  osservando  che, 
per  calcolare  il  valore  del  quoziente  costante  di  H*  —  2Q*  per  ^,  si  può  arbi- 
trariamente fissare  x.  Se,  per  esempio,  x  si  sceglie  in  modo  che  sia  Hv^Of 

H**  si  riduce,  come  si  è  detto,  a  —  12A,  e  si  ha  (§  8) 


(**)  Salmo»,  Alg,  8up.,  p.  S63. 


■».  'jj 


'  •.  *.  •» 


—  375  — 
ie,  mTBCe,  n  pone  z  agasle  ad  nna  ndioe  di  ^,  si  ha 

ed  il  secondo  membro  della  preoedente  ngnagliania  diventa 

v'r'-vn-lr'r'-lr'r'-itn-e 

Finalmente,  se  per  x  si  pone  ana  Tadice  di   Q,  per  esempio  la 
primo  bttore,  dopo  arer  oseerrato  che 

5  (o, — a,}  (K, — «,)  =  —  (o,  —  o,)  («,  —  «i)  =  —  (o,  —  aj 


ri  ottiane,  SQCoesdTamente, 


/= 


fi*  — 20* 


-0,-0^    '    ^       C2o,-o,-aJ«    ■  f* 


11  Notevoli  Iwami  geometrici  ptiseano  fra  tntte  queite  fdnzi 
qoalchednno  (*).  E  anzitutto  evidente  cbe  ogni  radice  di  <i  è,  r 
eoppia  di  radici  di  t,  eonjugata  armonica  deUa  terta  radice. 
geometridie  semplidaNioe  pennettono  di  tai  vedere  che  altrettali 
ogni  indice  di  f,  rispetto  alle  radici  dì  Q.  Qoanto  alle  radici  u 


g'(«) 


i  +  ? 


poniamo  per  x  la  radice  Xi  àì  Q.  Se  ai  oaserra 

2(1,  —  Oi  —  0, 
B'(Xi)_i^  —  at.^ 


:ff(io-~v^^'^'~"""'^= 


{•  =  1,2,3). 


il  nir  la  Oiomtlrit  II,  I,  pp   STJ,  ZSO). 


—  376  — 

Daoqne  le  radici  delle  cubiche  f  e  Q  si  corrispondono  in  modo  che  ogni  coppia 
di  rcuUci  corrispondenti  è  separata  armonicamente  daUe  radici  di  H. 

Id.  Proprietà  analoghe  appartengono  alla  jacobiana  della  qnartica;  ma,  per 
farle  venire  in  evidenza,  bisogna  innanzi  tntto  porre  Q  aotto  nna  forma  nn  po' di- 
versa da  qnella  che  si  è  trovata  in  fine  del  §  7,  e  per  questo  è  d*aopo  lioorrere 
alla  seguente  identità: 

(2p-Y-b)(2T-b-p)(2ò-P-T)  +  (2T-»-a)(2b-a-T)(2a-T-ft) 
+  (26— a— p)(2a— p— ò)(2p— b— a)  +  {2a— P-t)(2P— T— a)(2T— a-fi 
6(P+T-a-b)(T+a-p-b)(a+p-.T-b). 

Se  ad  a,  P,  Ti  b  si  sostitoiscono  ,   ,   ,   il  primo 

X  —  a|      X  —  Og      X  —  Q)     X  —  04 

Q 
membro  si  cambia  (§  7)  in  ^  1  6  nel  secondo  nn  fattore  qualunque,  per  esempio 

P  +  Y  —  a  —  b,  diventa 

1^1        1        1   _f, 


X  —  Oji      ic  —  oig      X  —  04      X  —  04       f 
rappresentando  con  f^  la  prima  delle  tre  quadriche 

/i  =  (a«  +  cu  —  «1  —  «4)^  —  2(0,03  —  0104)  X  +  0,03(01  +  04)  —  0104(0,  +  03), 
/t  =  («1  +  «1  —  Oi  —  cu)*"  —  2  (ogot  —  0,0  Ja;  +  o,Oi  (o,  +  04)  —  0,04(0,  +  o,) , 

^«  ="(«1  +  a«  —  «3  —  Oi)**  —  2(0,0,  —  0304)»  +  0,0,(03  +  04)  —  0,04(0,  +  0,). 

Così  la  jacobiana  trovasi  decomposta  in  tre  fattori  quadratici: 

Q{x)^^^f,{x)U{x)f^{x), 

D'altra  parte,  quando  si  considerano  tutte  le  coppie  di  numeri,  che  separano  ar- 
monicamente due  dati  numeri  ti  e  t;,  si  suol  dire  che  esse  costituiscono  un^i/wo- 
hmone  quadratica,  la  quale  è  determinata  appena  che  se  ne  conoscano  due  coppie 
(o'.ò')  ed  (o",  6"),  ogni  altra  coppia  (a,  b)  rimanendo  vincolata  alle  prime  due 
dalla  condizione 


1  o  -f-  ò  ab 
1  a'  +  b'  a'b' 
1     a"  +  b"     a"b' 


=  0, 


che  si  ottiene  eliminando  u-f-t?  ed  uv  fra  le  relazioni 

2(a5  +uv)^{a  +  b)  (m  +«) , 
2(o'b'  +ttt;)  =  (a +6')  («  +v) , 
2(a"6"+  uv)  ==  (a"+  6")  (u+v). 


—  378  — 

,ae  11  fatizlone  <p(x)  —  12IH(x)  ai  annoila  quando  per  x  u  pone  qnalnnqn» 
a  dì  f{x),  e  siccome  eua  è,  come  f(x),  del  qoarto  grado,  poBsiamo  ora  si- 
aente  rappresentarla  con  \f.  Per  calcolare  la  costante  X  basta  paragonare 
ITO  i  ooefSeìenti  di  x*,  ncordando  (§  8)  che,  in  <p,  il  co«fBuente  di  cu  ai 
i  i  il  qnadrnplo  di 

—  4  .  276,»  +  9e,*e,'  —  32e,'  —  27c,'c,  +  108c,fi,<i  . 

netta  eaprasaione  biaog^ia  sottrarre,  per  ottenere  il  valore  di  ^  X , 

3(8c»  -  8.^  (V  -  Sci  e.  +  12c*) 
—  9  W  —  24c»»  —  21ct*e,  +  72H^e,c,  +  36(Se,*c^  —  8c,Ct) . 
sgue 

1  X  =  —  4 .  27c»  —  Se,'  +  36(c,c,c,  -  3c,'ct  -f  8c,C4)=  —  8/ . 


q)=12IS— aSJ/', 

4ff'  —  3^  =.  M{SIB  -  8Jf)f^ . 

.  Mvtsdo  M  Halpbsn.  Per  Magai»  tatti  questi  calcoli  non  è  necee- 
saper  eaprìmere,  come  nelle  precedenti  eaercitaiioni  si  6  volato  &re,  le  rarie 
ani  mediante  le  radici  di  f.  Sì  dare  (*}  intatti  ad  Balpheo  an  metodo  in' 

no,  in  cni  si  ric<»r«  eadoaiTamente  ai  aegnt  fanzionall  f,f,f Eno 

dato  snlla  mgnente  oaserraitone.  8e  /*  e  ;  sono  fbndoni  intere,  dfll  giKdo  m, 

■ttWHM 

^J^nl  _  ;"j,|.-1)  4.  fg^-t,  _  .  .  .  ±  pn\g 

rlwx  od  tma  costonfe.  lahttt  la  derivata  di  qneata  espreanone  6 

/yl.+l|±,^IM-ll=>0. 

Icolo  della  costante,  da  Halphen  rappresentata  col  simbolo  {fg),  è  amu  &■ 
i  rapido.  Basta  attribnire  alla  x,  nella  furmola  di  definiaitme,  nn  valore 
nari.  Cosi,  per  esempio,  focendo  2  :=  0,  si  vede  subito  che  iff)  è  appunto 
irìante  quadratico  delle  forme  binarie,  precedeotsmente  (§  2)  segnalato.  Ora 
uno  alcnne  facili  applicazioni  del  metodo: 
Di)  Per  calcolare  il  discriminante  della  cubica 


/■  ^  ic*  —  e,  a;* -|- e,  i - 


Innal»  ix  Maxh.,  18fó,  p.  17. 


Donque,  TA^ODando  coma  precedeotfltnente,  e 
di  ptopoTrionalità, 

._4(ffy-(j3n'_-i 

64 .  27  2 

e)  Anche  nel  calcolo  del  g  13  ai  possono 
utilizzando  il  iiiinbolo  {fg).  Cosi,  inTece  di  pr 
rettamente  a  moetrore  che  la  funzione  (p  è  li 
ponendola  eotto  la  sedente  forma 


LH.  FUNZIONI  A  I 


1.  Per  ogni  sistema  di  valori  attribv 
fìinzione  è  generalmente  suscettibile 
valori  ^ante  sono  le  permutazioni  ci 
variabili.  Ma  si  capisce  che  il  numero 
funzioni  speciali.  Go^  le  funzioni  simn 
un  valore  solo  per  ogni  sistema  di  vali 
81  può  (')  fócllmente  dimostrare  che  ciò  ( 
Il  determinante  di  Vandermonde  (IV,  ■ 
assumere  due  soli  valori,  perchè  non 
trasposizione  tra.  le  variabili,  dimodoct: 
lunipie  lo  lascia  inalterato,  mentre  una  i 
in  —  |/^.  Le  funzioni  suscettibili,  con 
difTeriscano  solo  nel  segno,  diconsi  alt 

2.  La  forma  generale  delle  funsia 
cando  ^  una  funzione  simmetrica.  Esi 
che  trasforma  la  data  funzione  q)  in  — 

(•)  Vsdi  U  SubiltmUonenlhtorit  del  Nbtto,  p.  1. 


quindi 

9.  =  ?i  +  ?j  »^^    .    <P.  —  ?>  —  ?t  »^A  ■ 

4.  Le  funzioni  inalterabUi  ad  ogni  sostituzieme  pari,  o  ad  ogni 
sostituzione  circolare  fra  tre  varioMi ,  non  hanno  più  di  due 
valori.  Prima  si  noti  che,  se  una  flinzione  è  inalterabile  per  qua- 
lunque sostituzione  circolare  di  tre  variabili,  essa  resta  inalterata 
anche  (1, 10)  ad  o^i  sostituzione  pari.  Ora,  se  la  funzione  avesse, 
oltre  i  valori  q>,  e  ip,,  qualche  altro  valore  ip,,  siccome  le  sostitu- 
zioni che  cambiano  q),  in  cp,  e  (p,  in  (p,  sono  necessariamente  dispari, 
ed  equivalgono  nel  loro  insieme  ad  una  sostituzione  pari,  dod  è 
possibile  che  <Pg  differisca  da  ip,.  Il  teorema  si  estende  facilmente 
alle  funzioni  che  restano  inalterate  per  ogni  sostituzione  circolare 
fra  un  determinato  numero  dispari  di  variabili. 

5.  Le  funzioni  simmetriche  e  le  alternanti  sono  le  sole  che  pos- 
sano avere  potenze  simmetriche.  Sia  cp  una  Funzione  non  simme- 
trica, ma  tale  che  sia  simmetrica  cp''.  É  facile  convincersi ,  decom- 
ponendo j)  in  fattori  primi,  che  si  può  limitare  la  ricerca  delle 
funzioni  cp  al  caso  di  p  primo.  Esìste  almeno  una  trasposizione  che 
«ambia  uno  dei  valori  della  funzione,  per  esempio  (p, ,  in  un  altro 
dei  suoi  valori,  in  <p,.  Invece  per  qualunque  sostituzione  è,  secondo 
l'ipotesi,  <p,'  =  cp/,  e  però,  chiamando  ui  una  radice  primitiva  p*" 
dell'unità,  è  <pi  =  uiip,.  Applicando  nuovamente  la  medesima  traspo- 
sizione l'ultima  relazione  diventa  9,^iu(p,,  e  però  viene,  molti- 
plicando, uj*  =:i.  Dunque,  se  ;>  è  primo,  è  necessariamente  p=2, 
quindi  uj  =  — 1,  e  finalmente  (p,  =  — (p„  cioè  la  ftinzione  è  alter- 
nante quando  non  è  simmetrica. 

6.  Le  sole  funzioni  di  più  di  quattro  variabili,  che  possano 
aver  potenze  a  due  valori,  sono  necessariamente  a  due  valori. 
Anche  qui  possiamo  limitarci  a  considerare  il  caso  d'un  esponente 
primo.  Se  (p  ha  più  di  due  valori,  esiste  (§  4)  almeno  una  sostitu- 
zione circolare  di  tre  variabili,  che  ne  cambia  un  valore  cp,  in  un 
^Itro  9,.  Invece  la  medesima  sostituzione  non  altera  la  potenza  tp'. 


supposta  a  due  valori.  Duaque  sarà 
Applicando  nuovamente  la  sostituzione 
poi  (p,  =  ui(p3,  e  se  ne  deduce  uj*^:! 
paò  ripetere  per  una  sostituzione  cir( 
trova  p  =  ò,  6  questo  risultato  non  è 
È  dunque  assurdo  supporre  che  cp  pc 
a  meno  che  il  uumero  delle  variabili 
qnal  caso  Don  si  può  parlare  di  sostii 

7.  È  facile  mostrare  che  per  n  ^  ■ 
due  valori,  che  hanno  una  potenza  . 
esempio,  la  funzione 

9,  =  «i  +  u»o,  - 
dove 

Quando  si  applica  due  volte  di  seguii 
cambia  ipj  successivamente  in 

iPi  ^  a,  +  tua,  +  uj*aj  ^  uj' 
(Pj  ^  Oj  +  ojo,  +  u)'a,  ^  LO 

Intanto  si  ha,  per  uno  qualunque  di 

<p'  =  «1*  +  Oj'  +  Oj 

+  3iu(0sa,*  +  a,aj*  +  a,at')  +  3i 

La  (unzione  (p*,  a  due  valori,  si  dev( 
nelle  finzioni  simmetriche  fondamenl 

Cj  =  a4  +  a(  +  o,    ,    e,  — a,a,-fi 

e  nel  discriminante  (L,  7) 

A  =  —  27Ca*  +  C,*  C,*  —  4C,' 


Effettivamente  sì  ba 

a,'  +  a,'  +  Og'  +  60,  o,  o, 
=  (Oi  +  a»  +  a»)(a.*  +  «t'  +  V  —  o,a,  —  a,o,  —  a,a,)  +  9a,(i,0j 

=  c,(c,*  — 3c,)-h9c, . 
Poi 

(ajaj'  +  a,o,*-|-  a,a,*)  +  fa,a,*  +0,03*  -|-a,a,') 
=  a»a,{c,  —  a,)  -f-  030,(0,  —  o,)  +  0,0,  (e,  —  Oj)  =  c^c,  —  3c, . 

Invece 

(o,aj'  +  ajO,'-{-a,a,')  —  (a,a,*-[-a|03*  +  o»Oi*) 

=  (a,  -  a,)  (o,  -  o.)  (o,  -  o,)  =  +  /À. 

Dunque 

(p»  =  i(2c,»  — 9c,c,^-27c,)±|^^— 3A.  (t) 

8.  Similmente  la  funzione  di  quattro  variabili 

9  ^  (a.a.  +  a,a,) -f- Lu(a,a.  +  0,0.)  +  i«*(a,a.  +  0,0.) 

è  tale  che  il  suo  cubo  è  una  funzione  a  due  valori.  Infatti,  ponendo 

p,  =  o^Oj  +  0,0,   ,    pj  —  0,04  -}-  OjO,   ,    Ps  :^  OjO,  +  0,0, , 

la  sostituzione  (Oia,a,)  trae  seco  l'altra  (P^p^pg),  e  però  si  otterrà 
l'espressione  di  ip*  sostituendo,  nel  secondo  membro  di  (iX  a  e,  la 
somma  delle  p,  cioè  c^;  a  c^ 

a  e, 

P,P,P»  =  C,*C4  — 4C,C4  +  Cj*  , 

e  finalmente  a  +  y^ 

(Pt-P,)(B.-PJ(3.-0.) 
=  (a,  — a,)(o,  — o,)(o,— a,){a4— o,)(a4  — a,)(a4— 0,)=  +  »^. 


ita,  >i  rìtrota  la  (LI.  13)  doU  nUzione  tra  {,  B,  Q. 


f*  +  2  J.  i'f  =  H'  —  I6(3IH—  87/)/^  , 


eostmire  Vtquarione  che  fbnùce  i  valori  del  rap- 
0  numeri,  dati  mediante  l'equaiione  che  li  unmctte 

10,  h)  di  cui  A  tratta 


i  Bealo  grado,  la  quale  deve  rimanere  inalterata  quando 

o  in  1  —  X.  Per  soddia&n  alla  prima  coDdiiioiie  oe- 

DefBcientì  dei  termini  eqaidiatajiti  dagli  eetremi  siano 
poi  che  la  somma  dei  sei  valori  è  3,  e  che  il  loro- 
he  l'equazione  richiesta  ha  la  forma 

i-  6X'  -  aX>  +  tX'  —  3X  +  1  =  0.  (7) 

ido  ù  cambia  X  in  1  —  X  bisogna  inoltre  che  sia  1  la 
,  e  però  che  ai  abbia  26  —  o  =  5.  Basta  dunque  cal- 
ale alla  somma  dei  prodotti  tre  a  tre  dei  rapporti  con- 
>,  X|X3  =  —  1,  si  trova  tiacilmente 


:orraole  (5)  e  (4), 


int 
e  q 


utìi 
idos 
di 
1^ 

ÌT/i 

mi  ( 
ja» 

'ici 
dono  fra  loro  più  d'una  radice  di 
denie  due,  fra  queste  non  esisterei 
mente  al  teorema  di  RoUe.  Si  sao 
*  f  separano  quelle  di  t 

b)  Se  tutte  le  radici  di  t  so 
avviene  per  f ',  f  ",  ecc.  Siano  a, ,  i 
verse  e  disposte  in  ordine  crescen 
teryalli  (a,,  a,),  (a,,  Hj),...,  esiate 
r  ammette  almeno  n — 1  radici  i 
che  non  ne  duo  ammettere  più  di 
per  f,  poi  per  f" 


Non  possono  (§§  5;  7,  d)  dunque  esistere  più  ili  u  valori  positivi 
di  X,  che  rendano  il  detto  secondo  membro  ugnale  a  zero,  i  guati 
valori,  necessariamente  (XX,  4}  superiori  ad  a,  sono  appunto  tutte 
quelle  radici  di  f,  che  superano  a.  Per  dimostrare  poi  la  seconda 
parte  del  teorema  sì  determini  (XLVIII,  2)  prima  un  numero  b, 
sufficientemente  grande  perchè /'(a;)  abbia,  per  x^b,  il  segno  di  a^. 
Così  tutte  le  radici  considerato  cadono  in  (a,  b),  ed  il  loro  numero 
(§  2,  e)  à  pari  0  disparì  secondo  che  f{a)  ha  il  segno  dì  f{b),  ossia 
dì  /'.(a),  o  il  segno  opposto,  cioè  secondo  che  il  numero  w  è  pari 
o  disparì,  rispettivamente.  Questo  teorema,  applicato  ad  /*[-]  o  ad 
fi — X),  permette  anche  di  trovare  una  limitazione  del  numero 
delle  radici  positive  di  C{^),  inferiori  ad  un  numero  dato,  o  delle 
radici  inferiori  ad  un  dato  numero  n^ativo. 


■  Il  numero  delle  radici  che  una  fun- 
zione intera  f  animelle,  in  un  dato  intervallo,  non  supera  il  nu- 
mero delle  variazioni  perdute  dalla  successione 

f,  r .  r ,  r (5) 

quando  la  variabile  percorre,  crescendo,  l'intervallo  consideralo, 
ed  in  ogni  caso  la  differenza  fra  i  due  numeri  è  pari. 

Il  numero  delle  variazioni  nella  (5)  resta  immutato  quando  la 
variabile  x  cresce  in  modo  continuo,  Qnlantoohè  non  si  annulla 
qualche  termine  della  successione.  Intatti  questa  si  compone  di  foti- 
zioni  continue,  che  non  possono  cambiar  segno  senza  annullarsi. 
Cerchiamo  dunque  dì  vedere  che  cosa  succede  quando  x  passa  per 
un  valore  a,  radice  di  /*.  Se  rè  l'ordine  di  moltiplicìtà  di  a,  è  (§2,6) 
noto  che,  a  destra  di  a,  i  primi  r+1  termini  della  successione  (5) 
non  offrono  variazìoui,  mentre  ne  presentano  r  a  sinistra.  Si  ha 
dunque,  nel  passaggio  dì  x  per  o,  una  perdita  dì  r  variazioni,  cioè 
appunto  di  tante  variazioni  quante  sono  le  radici  accumulate  in  o. 
Resta  a  vedere  se  la  successione  può  subire  altre  perdite  o  far  acquisto 
di  variazioni  quando  x  passa  per  un  valore  a,  che  senza  essere 
radice  di  /'annulli  qualche  derivata,  per  esempio  /'''\  Si  può  sempre 


ed  /*, ,  Don  poasoDo  eondoire  ad  un 
ite  sono  le  fìinxtani  di  Sturm,  e  te 
e  di  Sturm. 

uando  X  cresce  da  a.  a  h  ìa  serie 
ne  t,  perde  tante  vartazUmt  quanie 

neU'iniervaUo  (a ,  b). 

variare  in  modo  continuo  da  a  a  b, 
Ila  serie  di  Sturm  resta  sempre  k> 

segno  qualche  funzione  della  serie, 
mtinuità  di  queste  funzioni,  esami- 
X  ne  annulla  una.  Osserriamo  anzi- 
itive  non  possono  annullarsi  simnl- 
«trato  per  f  ed  f^,  giacché  f  non  ha 
le  si  ha  fra  tre  funzioni  consecutive 
,  ae  fi  ed  fi+.,  potessero  annullarsi 
sr  fi^i  ed  fi,  poi  per  f,^t  ed  /Ui ,  ecc., 
que,  se  /i  si  annulla,  le  funzioni  con- 
irendono  s^ni  opposti,  perchè,  se  per 
—  —  fn.1 .  Ora  possiamo  immaginare 
Bcientemente  piccolo  perchè  in  esso 
me  e  non  nulle  per  x^a,  con8e^ 
|uesto  valore  di  x  :  sia,  per  fissare 
e  conseguentemente  il  segno  —  p^ 
DO,  a  sinistra  come  a  destra  di  a,  i 
lia  il  segno  di  fi,  prima  e  dopo  il  suo 
uccessìone  fi^i ,  fi,  fi+i  presenta  una 
,  ed  una  sola  a  destra.  Goal  vediamo 
■adice  d'una  finzione  intermedia  qua- 
ce  di  f,  non  reca  alcun  cambiamento 
3lla  serie  di  Sturm.  Un  tal  cambìa- 
i<^(o  se  non  quando  x  diventa  uguale 
1  questo  caso  effettivamente  si  perde 
;  a)  si  è  visto  che  /*,  ha  il  segno  di  f 
tosto  a  sinistra.  Adunque,  mentre  si 


perde  nna  variazione  <^i  volta  che  w  passa  per 
non  se  ne  perde  né  se  ne  acquista  alcuna  per 
di  a.  È  dunque  chiaro  che,  nel  passalo  di  x 
lore  b,  si  perdono  tante  variazioni  quante  radit 
vallo  (a ,  b). 

8.  Oaaarvaslonl  ■  a)  Nel  formare  la  serie  < 
moltiplicare  per  numeri  positivi  le  varie  funzion 
nel  corso  dei  calcoli,  ed  è  utile  fare  convenient 
plicazìoni,  nelle  applicazioni  numeriche,  per  ev 
&*azionarii,  che  le  successive  divisioni  introduco 

b)  Nella  dimostrazione  del  teorema  l'ultimo 
non  interviene  in  quanto  è  costante,  ma  solo  {: 
verso  da  zero,  conserva  un  certo  segno.  Ne  segi 
funzioni  della  serie  non  cambia  segno  nell'Inter 
dera,  si  può  ad  essa  limitare  la  serie  (U  Stun 

cj  Ciò  si  può  anche  giustificare  in  altro  me 
diato  più  da  vicino  11  variare  dei  s^ni  nella  se 
considera  una  variazione,  posta,  per  esempio,  I 
x~a,  essa  passerà,  mentre  w  cresce  in  modo 
nistra  di  fi  o  alla  destra  di  /'i+.i ,  appena  cambi 
queste  funzioni.  Dunque,  se  la  prima  a  cambiar 
nazione  si  sposterà  verso  sinistra,  ed  alla  stes 
favorita  dalla  circostanza  che  la  funzione  dì  sii 
prima  di  quella  di  destra,  essa  procederà  vei 
occupare  il  primo  posto  nella  successione  delle 
permanenze.  È  allora  che  essa  lìnìsce  per  cont 
in  permanenza,  appena  x  incontra  una  radice  < 
zione  dì  Sturm  che.  pure  annullandosi,  non  cai 
tervallo  considerato,  costituisce  un  impedimento 
di  destra  passino  a  sinistra,  o  viceversa,  ed  è  p< 
zando  essa  la  serie  di  Sturm  in  due  parti,  acca 
ziale  di  destra  resta  per  così  dire  inerte  noi  ce 
zioni  perdute,  poiché  nessuna  delle  variazioni  e 
può  trasferire  al  principio  della  serie  totale  per 
manenza  ; 
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dj  Finora  si  è  tacitamente  supposto  che,  per  x  =:  a  come  per 
x^=h,  nessuna  funzione  di  Sturm  si  annulli,  altrimenti  non  avremmo 
saputo  come  fare  per  contare  le  variazioni.  D'ora  in  poi  conver- 
remo di  eseguire  tale  computo  prescindendo  dai  termini  nvUi; 
ma,  dopo  ciò,  diventa  necessario  vedere  se  Tenunciato  del  teorema 
deve  subire  modificazioni.  Già  si  è  visto  che,  a  sinistra  come  a 
destra  d'una  radice  di  /J,  la  terna  /I_i ,  fi,  /ì+i  presenta  una  va- 
riazione sola,  ed  appunto  una  se  ne  conterebbe  tra  fi^i  ed  /{+i, 
dopo  aver  soppresso  /ì  =  0.  Una  modificazione  dell'enunciato  po- 
trebbe dunque  occorrere  solo  nel  caso  che  un  estremo  dell'inter- 
vallo sia  radice  di  f.  Allora,  soppresso  il  valore  nullo  di  /*,  per 
a?  =  a  0  per  x=zb,  noi  veniamo  certamente  a  non  contare  una 
variazione,  e  però  ci  mettiamo  nella  stessa  condizione  che  se,  senza 
sopprimere  f,  avessimo  considerato  valori  a*  >  a  e  &'  >  & ,  suffi- 
cientemente vicini  ad  a  e  &.  Il  numero  delle  variazioni  che  in  tal 
guisa  conteremo  sarà  dunque  lo  stesso  di  quello  che  avremmo  ot^ 
tenuto  nell'intervallo  (a' ,  V) ,  vale  a  dire  che  in  esso  numero  bi- 
sognerà intendere  inclusa,  eventualmente,  soltanto  la  radice  &. 
Segue  da  tutto  ciò  che  l'enunciato  del  teorema  di  Sturm  va  modi- 
ficato cosi  :  le  variazioni  che  la  serie  di  Sturm  perde,  quando  x 
cresce  da  un  estremo  all'altro  d'un  intervallo,  sono  in  numero 
uguale  a  quello  delle  radici  contenute  nell'intervallo  stesso, 
eselnso  l'estremo  sinistro.  Pertanto,  se  nel  porre  x  =  a  o 
x=:ì)  nella  serie  di  Sturm  si  trova  f=  0 ,  e  se,  soppresso  questo 
termine  insieme  ad  ogni  altro  termine  nullo,  si  constata,  nel  pas- 
saggio di  X  dal  valore  a  al  valore  b,  una  perdita  di  v  variazioni, 
si  potrà  affermare  che,  oltre  la  radice  a,  si  hanno  ancora  v  ra- 
dici, mentre,  oltre  la  6,  se  ne  hanno  soltanto  v  —  1  appartenenti 
all'intervallo  {a,b),  senza  contare  a  ; 

ej  II  teorema  di  Sturm  sussiste  anche  nel  caso  che  la  funzione 
f  abbia  radici  multiple,  purché  queste  si  spoglino  del  loro  grado  di 
molteplicità.  Si  troverà  infatti,  come  ultimo  termine  della  serie  di 
Sturm,  una  funzione  proporzionale  al  massimo  comun  divisore  di 
fé  di  f^.  Chiamato  qp,  il  quoziente  di  fi  per  tale  divisore  (che  di- 
vide evidentemente  tutte  le  funzioni  della  serie),  è  chiaro  che  le 
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variazioni  di  f^f^yf^,--.  sono  quelle  stesse  che  oflfre  la  serie 
9  '  9i  >  <Pi  '  •  •  •  >  3  questa  è  manifestamente  la  serie  di  Sturm,  re- 
lativa alla  funzione  qp,  cioè  ad  una  funzione  che  ammette,  come 
radici  semplici,  tutte  (e  soltanto)  le  radici  di  f. 

4.  Applicazioni  i  a)  Il  teorema  di  Starm  fa  conoscere  con  precisione  il 
numero  delle  radici  reali  d'una  data  equazione,  e  permette  di  dire  quante  sono 
le  radici  positive,  quante  le  negative.  Così,  per  /"^aj*  —  2«*  +  a;  —  1,  la  serie 
di  Sturm  è  costituita  da  questa  funzione  e  dalle  altre 

/;  =  4ar3-.4aj  +  l  ,    /i  =  4a:«  — 3a:  +  4  ,    ^8  =  23a:  +  8  ,    /;  =  — 2924. 

Per  X  negativo,  e  sufficientemente  grande  in  valore  assoluto,  la  successione  dei 

segni  è 

_^        —        _j_        —        —  (j^e  variazioni) 

Per  ressO  i  segni  sono  quelli  dei  termini  indipendenti,  cioè: 

—        +        +        +        —  {'^^  variazioni). 

Una  variazione  perduta,  dunque  una  sola  radice  negativa.  Per  x  sufficiente- 
mente grande  i  segni  sono  quelli  dei  primi  termini,  cioò: 

+        H"        "h       "t~        —         (***^  variazione). 

Dunque  Tequazione  a^  —  2^  -\-x  —  1  =  0  ha  una  radice  positiva,  una  radice 
negativa,  e  due  immaginarie' coniugate.  Possiamo  aggiungere  che  la  radice  po- 
sitiva è  compresa  fra  1  e  2,  la  negativa  fra  —  2  e  —  1.  Il  teorema  di  Cartesio 
ci  dice  solo  che  Tequazione  ha  una  radice  negativa  ed  una  positiva,  ma  lascia 
il  dubbio  che  le  altre  due  possano  essere  reali  e  positive. 

h)  Si  può  applicare  il  teorema  di  Sturm  alla  ricerca  delle  condissioni  neees' 
sarie  e  sufficienti  perchè  tm'equagione  algebrica 

aofl?»  -f-  «la?»^!  -1"  a,»»-'  -|- . . .  -|-  a„  =  0 

abbia  tutte  le  radici  reali.  Prima  di  tutto,  perchè  la  serie  di  Sturm  possa  per- 
dere n  variazioni,  è  necessario  che  sia  completa,  sia  cioè  costituita  da  n  -|- 1  fun- 
zioni, dei  gradi  w,n  —  l,n  —  2, ...,1,0.  In  secondo  luogo,  per  x  sufficien- 
temente  grande,  la  serie  stessa  non  deve  avere  più  che  permanenze,  e  perciò, 
supposto  ao]>0,  dev'essere  positivo  il  primo  termine  di  ciascuna  funzione  di 
Sturm.  Queste  condizioni  sono  sufficienti,  perchè,  supponendole  soddisfatte,  se  si 
attribuisce  ad  x  un  valore  negativo,  sufficientemente  grande  nel  senso  assoluto, 
le  funzioni  prendono  segni  alternati,  e  la  loro  successione  presenta  precisamente 
fi  variazioni.  Dunque,  assegnato  un  intervallo  ( —  a ,  a)  fuori  del  quale  non  esi- 
stano radici  reali  di  /*,  si  perdono  n  variazioni  nel  passaggio  di  a;  da  —  a  ad  a, 
e  però  si  hanno,  secondo  il  teorema  di  Sturm,  n  radici  reali.  Così,  per  Tequazione 
ii^-\-pX'\-q^=iOf  le  funzioni  di  Sturm  sono 

e 
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DooqQd  dey*688ere  p<0\  ijp^-}'^!^  <Z0;  ma  la  prima  condizione  è  inclua 
nella  seconda,  perchè,  se  p  fosse  nallo  o  positivo,  ip*  -\-  27^  non  potrebbe  essere 
negativo.  Per  conseguenza  (cfr.  XXXIII,  7]  la  conéUgione  necessaria  e  tuffitàerte 
perchè  z>-fP^  +  q  <^^  ^^  ^  *^k^'  *^^'  ^  sen^pKct  è  4p'  +  27q*<0. 


5.  Alle  questioni  del  paragrafo  precedente  potremo  rispondere  in 
modo  generale  se  riusciamo  ad  ottenere  le  espressioni  delle  funzioni 
di  Sturm.  Il  quoziente  intero  di 

/*=  0?"  —  cccr-^  +  •  •  •     P®r     f^  =  naf^^  —  (n  —  1)  co;»-*  + . . . 
è  necessariamente  —  (  ^ — -\>  e  però  si  ha 


ovvero 


f       n\  n  I  j^  X  —  cu  n"  j^  x  —  a» 

Se  poi  si  osserva  che 

na<  —  e  =  (a<  —  a,)  +  (ai  —  Of)  + . .  •  +  (a*  —  On) , 

si  può  anche  scrivere 

/"       n*  ^  \a?  —  cu*  —  Oj  j        n'  ^^  (x  —  a,)  («  —  a^)  ' 

Questa  formola,  avvicinata  a  quella  che  ik  j,  ùl  intuire  il  risal- 
tato generale  ottenuto  {*)  da  Sylvester.  Se  si  prescinde  da  certi 
fattori,  i  quali  sono  sempre  positivi  nel  caso  di  equazioni  a  coeffi- 
cienti reali,  e  possono,  per  conseguenza,  essere  tralasciati,  si  ha 

f       Ima      (aJ  — ai)(«  — aa)...(aj  — a»)       ' 


(*)  PhiìMOphicaX  Magazintf  1839,  e  Journal  d»  LtouvilUt  ISOS,  p.  968.  Vedi  la  dimoctra- 
sioDe  nel  «  Court  »  di  Sberst  {4m»  ed.,  t.  I,  p.  hit)  o  in  qnello  di  Salmom  (Sm  ed.  frano^, 
p.  73).  Vedi  anche,  sulle  funzioni  di  SCurm,  una  nota  di  Gilbbbt  nelle  Nou9€IUm  Ann^Uf 
(1866,  p.  263)  ed  1  Dtttrminanti  di  Tbodi  {AfpplieoMioni,  S  V). 


I 

I 
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estendendo  la  somma  a  tatti  i  sistemi  di  i  indici,  presi,  come 
1,2,3,...,/,  ft*a  i  primi  n  numeri  interi.  In  particolare,  come 
si  poteva  prevedere,  fn  non  è  che  ùk ,  cioè  il  discriminante  di  f. 
L*ultima  formola  mostra  che  fi  è  un  polinomio  di  grado  n  —  /,  i 
cui  coefficienti  sono  funzioni  simmetriche  intere  delle  radici  di  f, 
e  si  possono,  per  conseguenza,  esprimere  in  funzione  intera  e  ra- 
zionale del  coefficienti  di  f.  Per  quanto  si  è  detto  nel  §  4  è  impor- 
tante conoscere  il  primo  coefficiente  di  fi,  che  chiameremo  (Ti. 
Si  ha 

<J<  =  ^  («1  —  a«)*  («1  —  a,)» . . .  (cu-i  —  OiY 


=s 


1 

1 

•  •  •  X 

«l 

o« 

.  .  .  Qt 

< 

a,* 

.  .  .Oi* 

a 


t— 1 


i-i 


a,*~*  ..  .ai 


t-i 


e  si  vede  (V,  8)  che  0i  ò  il  quadrato  della  matrice 


1 

1 

1 

. .  1 

a. 

«t 

<h 

•  •  a. 

ot/ 

< 

<   ■ 

•     a.» 

or' 

or' 

0,-*  . 

.  .  ou<-« 

vale  a  dire  che  si  può  anche  scrivere 


Oi  = 


«0 

«1     «t       • 

.  .  Si-, 

«1 

St     «8       • 

.  .  Si 

s» 

«»      «4         • 

■  ■  Si+, 

4«_l 

*•       *«+!     • 

■  ■  «ti-t 

Adunque 


Oi  =  SQ=n  ,    (T,  = 


e  finalmente  (T.  =  A. 
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=  ns^  —  5/  =  (n— 1)0^*  —  2«c, ,  ecc. 


6.  Teorema.  //  numero  delle  coppie  dU  radici  immaginarie 
d'una  funzione  intera,  priva  di  radici  mtUttple,  è  ugu/ile  al  nu- 
mero delle  variazioni  di  segni  netta  successione  <Ti ,  <t,  , . . . ,  cy». 

Questa  proposizione  si  deduce  fàcilmente  dal  teorema  di  Sturm, 
tenendo  presenti  le  osservazioni  del  §  4.  Infatti,  sia  v  il  numero 
delle  yariazioni  in  a^ ,  a, , . . . ,  a..  Esso  è  lo  stesso  di  quello  che 
si  ha  nella  successione  f,  ft,  f^f-,  fn,  per  n  sufficientemente 
grande^  giacché  le  prime  due  funzioni  danno  luogo  ad  una  perma- 
nenza. Se,  invece,  x  è  negativo  e  sufficientemente  grande  in  valore 
assoluto,  ogni  permanenza  si  cambia  in  variazione,  e  viceversa,  di- 
modoché la  serie  di  Sturm  finisce  per  offrire  n  —  v  variazioni.  La 
perdita  delle  variazioni,  quando  x  percorre,  crescendo,  Tintervalio 
( —  a,  a),  fuori  del  quale  non  esistono  radici  reali  di  f,  é  dunque 
n — 2v,  e  però  si  hanno,  in  virtù  del  teorema  di  Sturm,  n  —  2v  ra- 
dici reali,  vale  a  dire  v  coppie  di  radici  immaginarie. 


7.  Del  teorema  precedente  possiamo  dare  un'altra  interessante 
dimostrazione  O,  indipendente  dalla  conoscenza  delle  funzioni  di 
Sturm.  Si  consideri  la  quadrica  che  ha  per  discriminante 


A  = 


So 

Si 

«,      .  , 

•  *«-i 

«1 

St 

Si      . 

.    •    Sn 

«« 

«s 

s^      .  . 

■  «.+1 

*.-! 

.<?« 

«.+1  •  • 

•    •  *tiH-l   ■ 

(*)  Leggi  una  Memori  a  di  Bosohabdt  nei  «  Journal  d9  LiouvilU  »  (1847,  p.  58). 
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cioè  il  discriminante  stesso  dell'equazione  proposta.  A  è  diverso  da 
zero,  giacché  le  radici  dell'equazione  son  tutte  semplici,  e  però  la 
forma  considerata,  che  si  può  scrivere  cosi 

CP  =  {SoX^  +  S^X^  4-  5«^3  4-  •  •  •  +  5— l^n)  Xi 


è  riducibile  ad  una  somma  di  n  quadrati  non  nulli.  Ora  bisogna 
rammentarsi  (XIV,  8)  che  il  numero  dei  quadrati  negativi  è  appunto 
uguale  al  numero  di  variazioni  di  cui  si  parla  nell'enunciato  del 
teorema.  Basta  perciò  ridurre  cp  a  forma  canonica,  e  far  vedere 
che  il  numero  dei  quadrati  negativi  è  uguale  al  numero  delle 
coppie  di  radici  immaginarie  dell'equazione  data.  Nel  caso  attuale 
la  riduzione  a  forma  canonica  si  fa  immediatamente,  isolando  dal- 
l'intera espressione  di  qp  tutto  ciò  che  riguarda  una  data  radice  a. 
Si  ottiene  cosi 

(a?i  +  ow?g4-a'o73 -[-  .  .  .  +  a»-*  a?n)  a?4 
+  (ao:, +a*073  +  a'a?3+  .  .  .  +a"a7„)078 


=  (a?i  +  ao7g  +  a*a73  4-  .  .  .  4-  a— ^  x^)* . 

Adunque,  se  si  pone 

y<  =  0?,  4-  OiX^  +  0^*073  +  . . .  4-  at»-*a?n  , 

si  ha 

9  =  1/1*  4-2/«*  4-^^3*4. ••  +  2/«*. 

Se  di  è  reale,  Vi*  è  positivo.  Se  a^  è  immaginaria,  sia  a^  la  radice 
coniugata.  Allora  y»  ed  yj  sono  anch'essi  conjugati,  sono  cìoò  espressi 

da  u  + 17 1/ —  1 ,  dimodoché  si  ha 
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Cosi  vediamo  che  ogni  coppia  di  radici  immaginarie  conjngate  dà 
luogo,  nelle  espressioni  canoniche,  a  due  quadrati  reali,  uno  posi- 
tivo e  Taltro  negativo,  mentre  ogni  radice  reale  dà  un  quadrato 
positivo.  È  dunque  vero  che  ogni  quadrato  negativo  svela  resistenza 
di  due  radici  immaginarie  (*). 


t^O    ^1 

>o   , 

Sq  Si   Sf 

S,  S^ 

*1   ^t    *8 
Si    ^8    ^4 

8.  Ossepvulonl  %  a)  Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per 
la  realtà  di  tutte  le  radici  d'una  equazione  Oilgebrica,  a  coefficienti 
reali,  sono 

^      U       ,       •       •       •       y  OQ  W  £      .     •     •    0||.^  ^     U   « 

Si       S^  •  •  »  Sn 
"•— l   ^n  •  •  •  ^2«— 1 

Queste  disuguaglianze  nelle  s  possono  sempre,  mercè  la  teoria  delie 
funzioni  simmetriche,  tradursi  nelle  e; 

bj  La  condizione  A  >  0  è  necessaria  per  la  realtà  di  tutte  le 
radici  ;  ma,  quando  è  soddisfatta,  si  può  soltanto  asserire  che,  se 
l'equazione  ammette  radici  immaginarie,  queste  sono  in  numero 
pari  di  coppie.  Quando  A  <  0 ,  Tequazione  ammette  un  numero 
dispari  di  coppie  di  radici  immaginarie.  Ciò  si  può  anche  dedurre 
direttamente  dairespressione 

A  =  (a^  —  a,)«  (a,  —  a,)*  (a,  —  a^f  . . .  (a,_,  —  cu)»  , 

la  quale  mostra  subito  che  A  è  sempre  positivo  quando  le  a  sono 
tutte  reali.  Inoltre,  ogni  coppia  cu ,  O/ ,  di  radici  immaginarie  con- 
iugate, introduce  in  A  il  fattore  negativo  (cu  —  ct^)»,  mentre  tutti 
gli  altri  fattori,  come  a<  —  Or  e  ct^  —  a,  (supponendo  a,,  ed  a,  con- 
jugati)  si  accoppiano  in  modo  da  dar  luogo  a  prodotti  positivi. 


(*)  Consideraiioai  analoghe  permettono  di  stabilire  un  teorema  più  generale,  dovuto  a 
BaiosoHi.  Vedi  i  «  Determinanti  »  di  Taimi»  p.  250.  Vedi  anche,  nelle  «  Philatopkieel 
Transaetions  »  del  1853,  una  Memoria  di  SyLvasriea  sairestensione  del  teorema  di  Sturm, 
ed  una  di  BaioecBi  nelle  «  Ifowoellt  Annales  »  (1856,  p.  875). 
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9.  Esempli  :  a)  Per  Tequazione  completa  di  terzo  grado 

si  ottengono,  come  condizioni  necessarie  e  anfficienti  perchè  le  tre  radid  siano 
reali  e  distinte, 

oi"  — aoa,>0    ,      A>0, 

essendo  A  il  noto  (XIII,  5)  discriminante 

A  =»4(ai"  —  Oooj  (Oj"  —  OiO,)  —  (a^a^  —  «o^H)*- 

Qui  la  condizione  A  >  0  deve  bastare,  perchò  non  ò  possibile  che  Tequazione 
ammetta  quaUro  radici  immaginarie.  Dunque  k  condizione  ai' — a^a^'^O  dey*es- 
sere  inclusa  {efir,  4,  ò)  in  A  >  0 ,  e  ai  constata  che  ciò  effettivamente  avviene  se 
si  osserva  Tldentità 

«o' A  =  4  (ai*  —  OoO»)^  —  (2ai»  —  SooOi  a,  +  V«j)*  ? 
bj  Invece  la  condizione  A  >  0  per  Tequazione  di  quarto  grado 

a^a^  -["  4^^  +  ^^  +  4a,«  -|-  <»4  =  ^ 

non  basta  per  decidere  se  le  radid  sono  tutte  reali  o  tutte  immaginarie.  Dal 
segno  di  A  si  può  soltanto  desumere  con  certezza  che,  se  A  <0,  l'equazione  ha 
due  radid  reali  e  due  immaginarie.  Se  A>0,  bisogna  ricorrere  alle  altre  fun- 
zioni di  Stnrm,  i  cui  primi  coefficienti  differiscono  solo  per  fattori  podtivi  da  (*) 


dove  (XITT,  5) 

I=:a^a^  — 4aia,  +  8a8«   ,   7  = 

do  dj  dg 

dj  dj  d, 

d,   dj   d4 

Affinchè,  essendo  già  A  >  0,  le  radici  siano  tutte  reali  e  distinte,  occorre  e  basta 
che  quelle  due  quantità  siano  positive.  Quando  dò  non  ha  luogo,  le  quattro  ra- 
did sono  immaginarie; 

e)  Anche  per  Tequazione  di  quinto  grado  si  può  asserire  che,  se  il  discri- 
minante è  negativo,  Tequazione  ammette  certamente  due  radid  immaginane  e 
tre  reali  Quando  il  discriminante  è  positivo,  Tequazione,  se  non  ha  tutte  le  ra- 
did reali,  ne  ha  una  sola,  e  fra  le  due  possibilità  d  decide  esaminando  i  sogni 
di  certe  (**)  tre  funzioni  dei  coefQdenti. 


(*)  Càtlit,  Q!uart$rly  Journal,  t.  IV,  p.  10.   Vedi  anche  ana  nota  di  Halphbn  nelle 
I9ouveilt$  Annalés,  1885,  pp.  84,  35. 
(**)  RoBBBTS,  QtMirterly  Journal,  t.  IV,  p.  175. 
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LV.  RISOLUZIONE  NXTHERICA 
DELLE  EQUAZIONI. 


1.  Ora  passiamo  alla  risoluzione  numerica  delle  equazioni  alge 
briche,  cioè  alla  ricerca  di  quei  numeri  che,  messi  al  posto  della 
variabile  in  un  polinomio,  i  cui  coefficienti  sono  numeri  dati,  lo 
annullano.  È  quasi  evidente  che,  col  procedimento  stesso  che  si  è 
seguito  per  eliminare  i  radicali  da  una  data  equazione  algebrica,  si 
può  ridurre  questa  alla  forma 

a^a^^  +  a^oc^^  +aga?»-*4-...  +  a»  =  0 ,  (1) 

dove  Uq  j  a^ ,  a^ , . , .  sono  numeri  interi,  sempre  che  i  coefficienti 
primitivi  non  siano  trascendenti  (c/V.  XXXVIII,  8).  Ciò  fatto,  si  suole 
procedere  in  primo  luogo  alla  ricerca  delle  radici  intere,  poi  a 
quella  delle  radici  frazionarie^  poi  alla  semplificazione  delle  ra- 
dici multiple^  e  finalmente  al  calcolo  approssimato  delle  radici 
irrazionali. 

2.  Ma  prima  di  ogni  altra  cosa  è  necessaria  la  limitazione  delle 
radici,  cioè  la  determinazione  d*un  intervallo,  fuori  del  quale  non 
esistano  radici  reali  deirequazione  proposta.  Gli  estremi  d*un  tale 
intervallo  si  chiamano  limite  sinistro  e  limite  destro  delle  radici. 
La  questione  si  riduce  subito  alla  ricerca  del  solo  limite  destro, 
perchè,  se  f{x)  è  il  primo  membro  di  (i),  un  limite  sinistro  delie 
sue  radici  si  ottiene  prendendo,  col  segno  cambiato,  un  limite  destro 
delle  radici  di  f{ — x).  Similmente  si  può  determinare  un  limite 
sinistro  delle  sole  radici  positive  di  f(x)  prendendo  il  valore  in- 
verso d'un  limite  destro  delle  radici  di  fi  —  j  ;  ecc.  Per  la  deter- 
minazione del  limite  destro  l  si  conoscono  molte  regole  : 
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a)  Regola  di  Newton.  Se  un  numero  l  rende  positive  f,  f,  /*",..., 
esso  è  un  limite  destro  delle  radici  di  f.  Infatti,  qualunque  sia  x>ly 
si  ha 

ax)=f{i)+ix-i)r{i)+lix-i)^r(i)+...>o. 

Del  resto  questa  proposizione  si  può  considerare  come  un  corol- 
lario immediato  del  teorema  di  Budan  (LUI,  10).  Per  utilizzarla  in 
pratica  si  comincia  col  determinare  il  numero  intero  immediata- 
mente superiore  alla  radice  di  /^*^^).  Questo  valore  si  sostituisce 
ad  X  in  /^**~*',  e,  se  si  ottiene  un  risultato  negativo,  al  predetto 
valore  si  aggiungono  successivamente  tante  unità,  quante  sono  ne- 
cessarie perchè  il  corrispondente  valore  di  p^^  sia  positivo.  Il 
nuovo  valore  di  a?  si  sostituisce  poi  in  /^*-8)^  qq^^^  q  gi  prosegue 
cosi  fino  a  trovare  un  numero  che  renda  positiva  la  stessa  f.  Un 
tal  numero  è  il  limite  l  cercato  ; 

bj  Regola  di  Laguerre.  Lo  stesso  procedimento  si  può  tenere 
prendendo,  invece  di  f,  f\  f\  . . . ,  la  successione  A  /l  >  /i  >  •  •  •  delle 
funzioni  di  Laguerre.  Ciò  risulta  subito  dal  teorema  di  Laguerre 
(LIII,  9). 

e)  Altre  regole  si  conoscono,  meno  soddisfacenti  quanto  al  ri- 
sultato che  forniscono,  ma  di  più  pronta  e  più  facile  applicazione. 
Sìa  a,,  il  massimo  coefficiente  fra  quelli  che  precedono  il  primo 
coefficiente  negativo  a,,  e  sia  a<  il  massimo,  in  valore  assoluto,  fra 
i  coefficienti  negativi.  Le  regole  di  Mac-Laurin,  Lagrangia  e  Tillot 
vengono  espresse  dalle  formolo 

S  i—T 

flo  '     r  «0  '     F  Or 

Un*altra  regola  di  Lagrangia  consiste  nel  sommare  le  due  più 
grandi  fra  le  quantità 


"Ri-  ì-l- 


e  le  altre  analoghe,  relative  a  tutti  i  coefficienti  negativi.  Spesso, 
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invece  di  adoperare  queste  regole,  si  spezza  f  in  parti  convenien- 
temente scelte,  e  con  tentativi  diretti  si  cerca  di  trovare  i  limìU 
VyV\...  delle  varie  parti,  prendendo  poi  per  l  il  più  grande  di 
questi  numeri.  Ma  di  tutte  le  regole  la  più  soddisfacente  è  quella 
dì  Nevton,  sia  perchè  non  conduce  mai  ad  un  risultato  superiore 
a  quello  che  fornisce  ogni  altra  regola,  sia  perchè  (*)  dà  il  numero 
intero  immediatamente  superiore  alla  massima  radice,  quando  le 
radici  son  tutte  reali.  E  se,  in  questo  caso,  la  massima  radice  è 
intera,  Tapplicazione  stessa  della  regola  di  Newton  ne  fa  conoscere 
il  valore. 

3.  Radlol  Intere.  Se  a  è  radice  dì  ^  si  ha  (LUI,  8,  form,  3) 
f{x)  =  {x-oi)  (a?-Yn  +  a?-«C,  +  ...+/;),  (2) 

indicando  semplicemente  con  f^,  f^f...  i  valori  delle  funzioni  di 
Laguerre  per  x  =  a.  Notiamo  che  questi  valori  sono  interi,  quando 
a  è  intero,  e  rammentiamoci  che  essi  si  deducono  gli  uni  dagli 
altri  mediante  le  relazioni 

Dairultima  si  vede  che  a  divide  a»:  il  quoziente  è  — f^.  La  pe- 
nultima mostra  che  a  divide  On^i ,  aumentato  del  primo  quoziente  : 
il  nuovo  quoziente  è  — f^.  Cosi  proseguendo  si  arriva  a  trovare 
come  ultimo  quoziente  —  /»  ==  —  a^.  Quando  tutte  queste  condizioni 
siano  soddisfatte,  a  è  certamente  radice  di  f,  perchè  le  relazioni  (3), 
moltiplicate  rispettivamente  per  a*  ,  a*-* , . . . ,  a ,  1 ,   e  sommate, 
danno  appunto  /*(a)  =  0.  Dunque,  perchè  un  numero  intero  sia 
radice  d'una  equazione  algebrica,  a  coefficienti  interi,  è  neces- 
sario e  sufficiente  cfie  divida  il  termine  indipendente,  il  coeffir 
dente  di  x  aumentato  del  quoziente  della  prima  divisione,  il 
coefficiente  di  x*  aumentato  del  quoziente  della  seconda  divi- 
sione,... y  il  coefficiente  di  x"-^  aumentato  del  quoziente  della 


C)  Nouv.  Corre9pondanc$  àfaUt.,  1830,  p.  174 
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(n  —  1)^  divisione,  e  finalmente  che  il  quoziente  óeWiUiima  di- 
visione sia  uguale  al  coefficiente  del  primo  termine,  col  segno 
cambiato. 

4.  La  ricerca  delle  radici  intere  d*una  equazione  algebrica  è  tutta 
fondata  sul  precedente  teorema.  Basta  prendere  tutti  i  divisori  di 
On,  e  verificare  se  ciascuno  di  essi  soddisfa  alle  condizioni  indicate. 
Ma  per  non  far  calcoli  inutili  giova  conoscere  dei  criterii,  che  per- 
mettano di  escludere  a  priori  qualche  divisore  che  non  può  essere 
radice  dell'equazione.  Prima  di  tutto  è  chiaro  che  bisogna  esclu- 
dere quei  divisori  di  On,  che  non  sono  compresi  fra  i  limiti  delle 
radici.  Poi  Tidentità  (2)  mostra,  facendovi  x  =  —  1  o  x  =  i ,  che 
a  +  l  divide  /'( — 1)  ed  a  —  1  divide  f(i).  Tutto  ciò  conduce  ad 
adottare,  per  la  ricerca  delle  radici  intere,  il  seguente  procedi- 
mento :  !•  Cercare  i  limiti  delle  radici.  2*  Accertare  che  le  —  1 
sono  o  non  sono  radici,  calcolando  /*(!)  ed  f{ —  1).  3"*  Nel  caso  che 
lo  —  1  sìa  radice,  liberare  Tequazione  da  tali  radici  dividendo 
f{x)  per  OD  —  lo  per  x-{-i.  4*  Scrivere  tutti  i  divisori  di  a»,  di- 
versi da  1  e  —  1 ,  compresi  fra  i  limiti  trovati,  ò*  Aggiungere  l'u- 
nità a  tutti  questi  divisori,  e  ritenere  soltanto  quelli  che  danno 
divisori  di  f{ —  1).  6*  Sottrarre  l'unità  dai  rimanenti  divisori,  e  ri- 
tenere soltanto  quelli  che  danno  divisori  di  /*(1).  7^  Applicare  ai 
divisori  che  restano  il  teorema  fondamentale.  8^  Trovato  che  a  è 
radice,  dividere  f{x)  per  x  —  a,  poi  il  quoziente  nuovamente 
per  X  —  a,  ecc.,  per  vedere  se  a  è  radice  semplice,  o  doppia,  o 
tripla,  ecc. 

5.  Es0POÌzlO  I  Travare  le  radici  intere  deWequazione 

2a:* 4- 4a»  -  59«»  -  61aj  +  30  =3  0. 

La  regala  di  Newton  (§  2,  a)  fornisce  i  limiti  — 7  e  6.  I  divisori  di  30,  com- 
presi fra  questi  limiti,  sono,  escludendo  le  —  1 , 

—  6  ,    — 5  ,    — 3  ,    — 2  ,    2  ,    8  ,    5. 

Si  yede  direttamente  che  le  — 1  non  sono  radici,  perchè 

/•(l)«-84    ,      A-l)  =  30. 
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Aggiungendo  Tonità  ai  divisori  trovati  ai  ottengono  i  numeri 

-5,-4,-2,-1,3,4,6, 

dei  qaali  soltanto  — 4  e  4  non  dividono  30.  Danqae  bisogna  escludere  — 5  e  3, 
e  restano  i  divisori 

—  6  ,    — 3  ,    — 2  ,    2  ,    5. 

Sottraendo  da  questi  l'unità  si  ottengono  i  numeri 

-7,-4,-3,1,4, 

che  dividono  84.  Così  vediamo  che  i  soli  numeri,  sui  quali  è  utile  tentare  i  cal- 
coli indicati  dal  teorema  fondamentale,  sono  — 6,  — 3,  — 2,  2,  5.  Si  dispor- 
ranno i  calcoli  nel  seguente  modo,  sospendendo  le  operazioni,  per  ciascun  numero, 
alla  prima  divisione  che  non  si  effettua  esattamente  : 


(-6!) 

(-») 

1+*) 

(+«.' 

—  6 

—  5 

—  66 

11 

-48 

8 

12 

—  2 

-3 

—  10 

-  71 

-2 

—  15 

-76 

88 

—  21 

2 

15 

—  46 

-28 

-82 

—  41 

-37 

5 

e 

-  56 

-  11 

-70 

—  14 

—  10 

—  2 

Dunque  Tequazione  proposta  ammette  le  sole  radici  intere  — 6  e  5.  Si  trova 
poi  facilmente,  mediante  divisione,  che  le  ammette  una  volta  sola: 

/•(a;)  =  (a;  +  6)(« -5)(2««  +  2ir-l). 


6.  Radici  ffraslonarle.  Sia  -  una  fi*azione  irriducibile,  sod- 
disfacente  airequazione  (1)  quando  ao  =  1.  Si  deve  avere,  facendo 
a?  =  — ,  e  moltiplicando  per  ^*"*, 

y +  «1^-*  +  atP"-*^  4- . . .  +  an(Z-*  =0  , 

deve  cioè  ^— ,  finizione  irriducibile,  essere  uguale  ad  un  numero 

intero.  Ciò  non  è  possibile.  Dunque  osmi  equazione  algebrica  a 
coefficienti  interi,  che  abbia  tcguale  all'unità  il  coefficiente  del 
termine  di  più  alto  grado,  non  ammette  radici  frazionarie. 
Questo  teorema  permette  di  ricondurre  la  ricerca  delle  radici  fra- 
zionarie a  quella  delle  radici  intere.  Infatti,  se  Inequazione  non  ha 
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la  forma  indicata  dal  teorema,  si  può  sempre  darle  tale  forma  mol- 
tiplicandone le  radici  per  un  numero  k  convenientemente  scelto. 
L'equazione  trasformata 

qualora  si  disponga  di  k  in  modo  che  ka^ ,  ft'a, , . . .  >  k^On  siano 
tutti  divisibili  per  a^,  non  ha  radici  razionali,  che  non  siano  in- 
tere :  se  a^ ,  a, ,  a, , . . .  sono  queste  radici  intere,  le  radici  razio- 
nali dell'equazione  data  sono  ^ ,  —,   r > •  •  •   ^^  queste  ultime 

sono  comprese  anche  le  radici  intere  ;  ma,  nella  pratica,  conviene 
liberar  prima  l'equazione  dalle  radici  intere,  e  procedere  quindi 
alla  ricerca  delle  frazionarie. 

7.  Esercizio  i  Trovare  le  radici  razionali  delVeqwizione 

21ar*  -  41a:' +  45a:«  —  24a;  +  4  =  a . 

La  regola  di  Newton  dà  1  per  limite  destro  delle  radici  reali.  La  trasformata 
in  — :c  ha  tutti  i  coefficienti  positivi.  Dcinqae  le  radici  reali  deireqaazione  pro- 
posta sono  tntte  comprese  fra  0  ed  1.  Ponendo  y  =  ^\x  si  ha 

y*  —  41  y»  +  946  y«  —  10584y  +  37044  ==  0 , 

e  sappiamo  che  le  radici  di  qaesta  equazione  sono  comprese  fra  0  e  21.  Fra 
questi  limiti^  i  diyisori  di  87044  sono 

2,  3,  4,  6,  7,  9,  12,  14,  18. 

1  numeri 

1,  2,  3,  5,  6,  8,  11,  13,  17 

dorrebbero  dividere  27365.  Respingendo  quelli  che  non  soddisfano  a  questa  con- 
dizione restano  i  divisori  2,6,  14.  Dobbiamo  anche  osservare  che  i  numeri 
3,  7,  15  dividono  48615.  Ciò  premesso,  si  raccolgano  i  calcoli  in  un  quadro^ 
così: 

(-10584)  {+915}         (-41)         (4-1) 

'  2    18522  ,  7038  ,    3969  ,  4914  . 

6     6174  ,  —  4410  ,  —  735  ,  210  ,  35  ,  -  6  ,  -  1  . 

14  '   2646  ,  -  7938  ,  -  567  ,  378  ,  27  ,  —  14  ,  —  1  . 

Le  radici  razionali  dflffequazione  data  sono  dunque   -^,-  e  ^rr  *  cioè  -=-  e  -t^-. 

r  ^        21         21  7         3 

Al  primo  membro  deirequazione  proposta  si  può,  ora,  dar  la  forma 

(7a:—  2)  (:3a;  —  2)  (x«  —  a;  +  1). 

CbhìIbo,  Analisi  algebrica  27 
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8.  Radlol  multiple.  I  metodi  che  apprenderemo  nel  capitolo 
seguente  per  calcolare  le  radici  irrazionali  richiedono  che  queste 
siano  semplici.  A  tale  scopo,  liberata  l'equazione  da  tutte  le  radici 
razionali,  si  opera  come  è  stato  indicato  precedentemente  (XLIX,  7) 
per  spezzare  Tequazione  stessa  in  altre,  ciascuna  delle  quali  am- 
metta come  radici  semplici  tutte  le  radici  semplici,  o  doppie,  o 
triple,  ecc.,  dell'equazione  considerata.  A  questo  proposito  si  osservi: 

a)  che  se  un'eqiùazfone  a  coefficienti  razionali  ha  una  sola 
radice  d'un  certo  ordine,  questa  è  razionale.  Infatti  le  operazioni 
che  occoiTono  per  formare  Tequazione  w — a=0,  relativa  a  questa 
radice,  non  sono  tali  da  introdurre  coefficienti  irrazionali.  Ora,  dire 
che  X  —  a  ha  i  coefficienti  razionali,  è  dire  che  a  è  razionale  ; 

bj  che  non  si  ha  occasione  di  applicare  il  metodo  per  la  ri- 
cerca delle  radici  multiple  alle  equazioni  dei  primi  cinque  graài. 
Occorrerebbe  infatti  che  Tequazione,  già  privata,  come  sempre  si 
suppone,  delle  sue  radici  razionali,  avesse  almeno  due  radici  doppie^ 
e  fosse  perciò  almeno  di  quarto  grado.  Anche  se  fosse  di  quinto 
grado,  la  rimanente  radice  semplice  sarebbe  razionale,  e  verremmo 
ricondotti  al  caso  d*una  equazione  di  quarto  grado  con  due  radici 
doppie.  In  altri  termini,  se  un'equazione  di  quarto  grado,  a  coeffi- 
cienti razionali,  non  ha  radici  razionali,  essa  non  può  avere  radici 
multiple,  a  meno  che  si  riesca  a  porre  il  primo  membro  sotto  la 
forma  del  quadrato  d'un  trinomio  del  secondo  grado  :  a  ciò  si  per- 
verrà facilmente,  in  ciascun  caso  particolare,  senza  che  sia  neces- 
sario ricorrere  al  metodo  delle  radici  multiple.  Del  resto,  data  la 
hessiana  B  =  3f'*  —  4ff'\  si  vede  subito  che  occorre  e  basta,  af- 
finchè f  sia  un  quadrato,  che  E  ed  t  differiscano  solo  per  un  fat- 
tore costante  (*).  Similmente,  se  un'equazione  di  quinto  grado,  a 
coefficienti  razionali,  non  ha  radici  razionali,  è  inutile  applicarle 
il  predetto  metodo,  potendosi  aflFermare  a  priori  che  le  radici  sono 
tutte  semplici. 

—  1  . 

(*)  Cfr.  Halphbn,  loc.  eit.,  p.  20,  e  Glbbscb,  LeQont  sur  la  Qmmétrie  (t.  I,  p.  300). 
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LVI.  METODI  DI  APPROSSIMAZIONE. 


1.  Nel  capitolo  precedente  abbiamo  visto  come  un'equazione  al- 
gebrica si  possa  sempre  ridurre  a  non  avere  più  cbe  radici  sem- 
plici ed  irrazionali.  É  della  ricerca  di  tali  radici  che  dobbiamo, 
ora,  occuparci.  Un  importante  metodo  dì  approssimazione,  imma- 
ginato da  Newton  e  perfezionato  da  Fourier,  permette  di  eseguire 
rapidamente  il  calcolo  delle  radici  irrazionali  delle  funzioni  alge- 
briche, ed  anche  quello  delle  radici  di  qualunque  funzione  trascen- 
dente, che  ammetta  la  derivata  seconda.  Esso  suppone  soltanto  che 
si  sia  già  fatta  la  separazione  delle  radici,  in  modo  che  la  radice 
incognita  a,  per  esempio,  si  trovi  isolata  in  un  intervallo  (a ,  2»). 
É  vero  che,  trovato  un  tale  intervallo,  è  teoricamente  assai  facile 
approssimarsi  alla  radice  quanto  piace.  Infatti,  dopo  aver  ricordato 
(Lm,  2,  e)  che  f{a)  ed  f{p)  hanno  segni  opposti,  preso  arbitraria- 
mente un  numero  e  neirinterno  di  (a,  h),  per  esempio  e  =  ^  (^  "t"  ^)> 

si  calcoli  f{c).  Se  accade  che  /'(c)=0,  vuol  dire  che  a  =  c.  Altri- 
menti f{c)  avrà  un  segno,  quello  di  f{a)^  per  esempio.  In  questo 
caso  all'intervallo  (a ,  &)  si  può  sostituire  (c,ì))^  e  nel  caso  che  f(c) 
abbia  il  segno  di  f{b) ,  si  può  invece  prendere  (a ,  e)  come  nuovo 
intervallo.  La  radice  è  allora  chiusa  in  un  intervallo  metà  del  pri- 
mitivo, e  continuando  in  modo  analogo  si  perviene  a  calcolarla  con 
qualunque  approssimazione  prestabilita.  Ma  questo  procedimento, 
cosi  semplice  in  teoria,  riesce  troppo  laborioso  nelle  applicazioni, 
sopratutto  perchè  fornisce  risultati  che  non  convergono  abbastanza 
rapidamente  verso  la  radice  desiderata.  Tuttavia  esso  viene  adope- 
rato per  restringere  il  primitivo  intervallo,  prima  di  applicare  qual- 
siasi metodo  di  approssimazione;  e  per  la  comodità  del  calcolo  nu- 
merico si  suole  dividere  Tintervallo,  non  per  metà,  ma  in  dieci 
parti  uguali. 
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2.  Metodo  di  Noiitoii  o  FoupIop.  Supponiamo  la  radice  a 
isolata  {*)  in  un  intervallo  (a ,  &) ,  ed  immaginiamo  questo  intervallo 
già  ristretto  sufficientemente  perchè  in  esso  f"  conservi  un  certo 
segno.  Questo,  se  non  è  il  segno  di  f(a) ,  è  quello  di  f{b).  D*ora 
innanzi  intenderemo  rappresentato  con  a,  non  Testremo  sinistro 
deirintervallo,  ma  quelFestremo,  sinistro  o  destro  che  sia^  nel  quale 
t  ha  il  segno  di  V\  Ciò  premesso,  si  ha 

m = m + (a  -  a)  r{à) + ^^^  r  (h)  , 

per  un  conveniente  numero  E,  scelto  fra  a  ed  a.  Siccome  /^(a)  =  0, 
l'ultima  eguaglianza  dà 

„^^    m    (a-a)'r(g) 

^  — ^       f\a)  2        ria)' 

Dunque,  se  si  prende  come  primo  valore  approssimato  della  radice 
il  numero 


si  ha 


quindi 


«1       «—2        f'{a)  ' 


a^a,"       2         /-(a)  • 


Siccome,  per  ipotesi,  f{a)  ha  11  segno  di  r'(^)»  si  vede  che  a^  — a 
ha  il  segno  di  a  —  a^ ,  cioè  a^  è  sempre  compreso  fra  di  ed  a. 
Intanto  si  osservi  che  f(a^  ha,  come  f{a) ,  il  segno  che  /""  con- 
ferva in  tutto  rintervallo^  perchè  fira  a  ed  a^  non  cadono  radici 
di  f.  Ottenuto  cosi  un  numero  a^ ,  più  vicino  di  a  ad  a ,  ne  po- 
tremo costruire  un  altro  a,,  poi  un  altro  ag,  ecc.,  ciascuno  dei 


(*)  Non  neceMariameQte.  Vedi  una  nota  di  Poustcr  nelle  iYoi«v.  AnnaleM^  1890. 
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quali  sia,  più  del  precedente,  vicino  ad  a.  Tutti  questi  numeri  si 
calcoleranno  successivamente  mediante  la  relazione 

Bisogna  ancora  far  vedere  che  essi  tendono  al  limite  a.  Per  questo 
si  osservi»  in  primo  luogo,  che  i  detti  numeri  tendono  certamente 
ad  un  limite  a^  perchè  variano  sempre  in  un  senso,  senza  oltre- 
passare a.  Ora,  se  in 

f{an)  =  {an  —  a^i)r(an) 

si  fa  crescere  n  airinfinito,  si  ottiene  f(a')  =  0,  giacché,  per  le 
ipotesi  fatte,  f  è  continua  ed  f  è  finita  neirintervallo  che  si  con- 
sidera. Ne  segue  a'  =  a ,  perchò  a  è  Tunica  radice  che  f  ammetta 
nel  detto  intervallo.  Finalmente,  per  mettere  in  evidenza  Tutilità 
pratica  del  metodo  di  Newton,  bisogna  constatare  il  rapido  conr 
tergere  di  a»  ad  a,  ed  alTuopo  mostreremo  che  i  numeri 

f(aò  ,    r(a»)  ,    f(a^)  , . . . , 

non  solo  tendono  a  zero,  ma  sono  tali  che  il  rapporto  di  ciascuno 
dì  essi  al  precedente  ha  per  limite  zero.  Infatti,  per  un  conveniente 
numero  E« ,  compreso  fì:a  a^  ed  On+i ,  e  tendente,  per  conseguenza, 
ad  a,  si  ha 

fifln)  —  na^i)  =  («.  —  On^i)  r  (Hn)  , 
ovvero 

.  /(g.H-i)_r(gn) 

e  Analmente 

n™   /•(«„).  -"  ' 

poiché  nji^  ed  f*{a^  tendono  al  comune  limite  /*'(a)=4=0.  In  altri 
termini  si  può  dire  che  il  metodo  di  Newton  fornisce  il  valore  della 
radice  incognita  come  somma  della  serie 

a  =  «i  +  («f  — ai)  +  («8  — «t)  +  (<»4  — «s)  +  --- 
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Questa  serie  converge  rapidamente  (XXII,  4,  b).  Inflitti  il  rapporto 
d*un  termine  al  termine  precedente  è 


ed  ha  per  limite  zero,  perchè  il  primo  fattore  tende  a  zero  ed  il 
secondo  all'unità  (*). 

3.  Un*altra  successione  b^,b^,b^^ ...  di  numeri  tendenti  rapida- 
mente verso  la  radice  incognita,  in  senso  contrario  dei  numeri 
^i  >  ^t  '  ^8  >  -  "  '  ^  P^^  costruire  mediante  la  relazione 

j.      _  Kf(an)-anf(bn) 

Partendo  da  b  si  ottiene  un  numero  b^,  che  si  può  scrivere  sotto 
le  forme 

*~      r{c)    •    ^^    ^    no  ' 

dopo  aver  posto 

f{a)  -  f(b)  =  {a-b)  ne) . 

Siccome  si  ha 

si  vede  che  b^  è  intemo  airintervallo  (a ,  b).  Ciò  premesso,  si  con- 
sideri la  fìinzione 

f^(x)  =  f{x)  —  f{a)  —  {x  —  a)r{c)  , 

che  per  x  =  a^  come  per  a?  =  2^ ,  si  riduce  a  zero,  e  si  noti  che 
(^{b^:=f(p^\  La  sua  derivata 

<p'(a?) =r(x)-r{c) = (x-c)  ni) 


(*)  Sai  metodo  di  Navton  e  Foariar  Tedi  anche  una  nota  di  DARBoax  nelle  JV^imv.  An- 
naUt  (1869,  p.  17).  Per  altri  metodi  vedi  Pstbesbn,  Teoria  MU  «qwizioni  algebriche, 
(trad.  italiana,  toI.  II)  ed  nna  intereiaante  Memoria  di  Lagoerre,  inserita  nelle  Nouvelles 
Annaln  (1880,  p.  161). 
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ha  il  segno  di  x  —  e  o  il  segno  opposto  secondo  che,  in  {a,ì))j 
r'  si  conserva  positiva  o  negativa.  Ne  s^ue,  nel  primo  caso,  che 
la  funzione  è  decrescente  in  quella  parte  di  (a ,  &) ,  che  sta  a  si- 
nistra di  e,  ed  è  invece  crescente  a  destra.  Essa  è  dunque  nega- 
tiva in  tutto  l'intervallo.  Il  contrario  avviene  quando  f  <  0.  Adun- 
que le  funzioni  9  ed  f  conservano  segni  opposti  neirintervallo 
considerato.  In  particolare,  per  a?  =  ^^ ,  si  vede  che  f{p^  ha,  come 
f[b) ,  il  segno  opposto  a  quello  di  /'^  e  però  h^  cade  fra  b  ed  a. 
Inoltre,  poiché  f{a^  ed  f{b^  hanno  segni  opposti,  le  conclusioni 
precedenti  si  applicano  anche  a  b^^  vale  a  dire  che  &,  cade  fra  b^ 
ed  a  ;  ecc.  Così  proseguendo  si  vede  che  i  numeri  & ,  &^  ,&,,...  si 
vanno  sempre  più  avvicinando  alla  radice  incognita.  Sia  p  il  loro 
limite.  Da 

si  deduce,  per  n  crescente  airinfinito,  (a  —  p)/'(p)=:0.  Dunque 
P  =  a,  0  /'(p)  =  0,  e  quindi,  nuovamente,  p  =  a.  Finalmente,  per 
constatare  la  rapida  convergenza,  si  scriva 

A&O  -  f{b^x)  =  (K  -  &M-1)  r(nn)  =  ^ r'(nn) , 

rappresentando  con  ii„  e  e»  due  numeri  appartenenti  rispettiva- 
mente agli  intervalli  {pn ,  &,^i)  e  (On ,  &n)-  Questi  numeri  tendono 
ad  a  quando  n  cresce  indefinitamente,  e  però 

l,a.'^  =  Hm(.-fW)=0. 

4.  Oaserwazloni  1  aj  Quando,  neirapplicare  il  metodo  di  Newton, 
si  ha  cura  di  calcolare  anche  la  successione  dei  numeri  &^,  &«>  ^3>"*> 
sì  ha  il  vantalo  di  conoscere,  ad  ogni  istante,  un  limite  superiore 
deirerrore  (*)  che  si  commette  fermandosi  ad  a«  0  a  ftn  :  esso  è  il 
valore  assoluto  di  «n  —  &„; 


(*)  Per  la  determlDasione  di  qaesto  errore  vedi  anche  il  «  C^wr»  »   di  Sbbkbt  (4""  ed., 
t.  I,  p.  348)  ed  il  «  Coltolo  »  di  Qbnocchi  e  Pbano,  p.  97. 
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bj  11  metodo  di  Newton  permette  anche  di  sej^rare  le  rcuUcL 
La  principale  difficoltà  che  si  può  incontrare  quando  per  tale  scopo 
si  ricorre,  come  si  suole  fare  (cfr.  §  1),  ad  una  serie  di  sostituzioni 
successive,  sta  in  ciò  che,  trovato  un^  ntervallo  negli  estremi  del 
quale  la  funzione  prende  lo  stesso  segno,  non  sì  sa  decidere  (finche 
non  si  adopera  il  teorema  di  Sturm)  se  in  tale  intervallo  esistano 
due  radici  di  f,  o  non  ne  esista  alcuna,  e  questa  difficoltà  si  pre- 
senta quando  la  funzione  si  annulla  per  due  valori,  a  e  p,  estre- 
mamente vicini  Tuno  all'altro,  o  quando,  non  annullandosi,  essa 
prende  valori  piccolissimi  nel  senso  assoluto.  Nel  primo  caso  il  me- 
todo di  Newton,  applicato  ad  entrambi  gli  estremi,  fornisce  due 
serie  di  numeri  a^,a^,  a^,...  e  &i ,  &«  >  ^s  >  •  •  -  tendenti  rispetti- 
vamente ad  a  e  p.  E  se  avviene  che,  per  un  certo  valore  di  n,  si 
ottenga  un  cambiamento  nel  segno  di  a»  —  &« ,  o  pure  che  a»  o  &. 
cessi  di  variare  in  un  senso  per  cominciare  a  variare  in  senso  op- 
posto, si  potrà  asserire  che  nell'intervallo  considerato  non  esistono 
radici  di  f. 


5.  Inteppretasione  Qoometpioa.  E  agevole  rendersi  conto 
geometricamente  di  tutto  ciò  che  si  è  detto  fin  qui.  Rappresentata 
in  coordinate  cartesiane  la  curva  y^=f{x)^  se  ne  consideri  Tarco 

AB,  i  cui  estremi  hanno  le 
ascisse  a  e  &.  In  virtù  delle 
ipotesi  fatte  in  principio,  il  detto 
arco  è  tutto  convesso  da  una 
stessa  parte,  o  tutto  concavo, 
come  si  vede  nella  figura  qui 
accanto.  Le  altre  figure  possibili  si  deducono  da  questa  per  sim- 
metria rispetto  ad  uno  degli  assi,  o  rispetto  ad  entrambi.  Le  ordi- 
nate estreme,  Tasse  Ox  e  l'arco  AB  determinano  due  triangoli  cur- 
vilinei. Una  sola  delle  tangenti  estreme  cade  in  uno  di  questi 
triangoli,  ed  è  la  tangente  in  queirestremo  delTarco  AB^  la  cui 
ordinata  ha  il  segno  di  /"^  Quando  si  applica  il  metodo  di  Newton 
a  questo  estremo  si  ottiene  precisamente,  come  valore  di  a^,  Tascissa 
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dèi  piede  della  tangente  0)  suirasse  Ox,  perchè  l'equazione  della 
tanirente  è 

y  =  {x-a)f\a)  +  f(a)  , 


'o' 


e  per  ^  =  0  se  ne  ricava  ^:=:a,.  Invece  ì)^  è  Tascissa  del  punto 
d'incontro  della  corda  AB  con  Ox,  É  fra  questi  due  punti  che  Tarco 
AB  incontra  Ox^  in  un  punto  che  ha  per  ascissa  precisamente  la 
radice  incognita  a.  Ora  questo  punto,  invece  di  cercarlo  sull'arco 
AB,  ci  siamo  ridotti  a  cercarlo  sopra  un  arco  più  piccolo  A^B^^, 
e  per  determinare  a^  e  h^  basterà  costruire  i  punti  d'incontro,  con 
Ox,  della  tangente  in  A^  e  della  corda  A^B^\  ecc.  Finalmente, 
quando  le  ordinate  estreme  hanno  lo  stesso  segno,  e  si  vuol  fare 
la  separazione  delle  radici  applicando  il  metodo  di  Newton  ad  en- 
trambi gli  estremi,  è  facile  convincersi  che  il  cambiamento  dì  segno 
di  a^  —  &n  equivale  al  passaggio  del  punto  d'incontro  delle  tangenti 
estreme  da  una  parte  all'altra  dell'asse  Ox,  Allora  le  tangenti  stesse 
finiscono  per  incrociarsi  in  modo  da  impedire  alla  curva  di  tagliare 
l'asse. 

6.  Esepoixil  I  a)  L'equazione  a?  —  2x  —  5  ss  0  ha  ana  sola  radice  reale. 
Questa  è  compresa  fra  2  e  3.  infatti  /'(2)=»— 1  ,  /•(3)  =  16.  Diviso  T Inter- 
▼allo  in  dieci  parti  ng^oali,  si  trova  /'(2,1)=3  0,061,  e  però  all'estremo  8  si 
può  sostituire  2,1.  Siccome  fra  questi  limiti  f"  =  6x  conserva  il  segno  4-,  il 
metodo  di  Newton  si  deve  applicare  partendo  dall'estremo  destro  a  =  2,1 .  Si  ha 

f{a)       0,061       ^^KAQ 

quindi  ai  =  2,095.  Proseguendo  in  modo  analogo  si  ottengono  successivamente 
i  risultati 

0,  =  2,094552    ,      a,  »  2,094551481542  , 

a4=  2,094551481542326591482386 . 

Spingendosi  fino  ad  Os  si  otterrebbe  il  valore  della  radice  con  quarantotto  de- 
cimali esatte. 


{*)  Vioovarsa  questa  coosiderasioae  geometrica  riconduce  alla  forinola  di  Newton,  e  con- 
siderazioni analoghe  permettono  di  trovare  formolo  anche  più  approssimate.  Vedi,  per 
esempio,  i  Mélangei  mathématiqtf8  (t.  I,  p.  70)  di  Gat^lam. 
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bj  Data  reqcazione  x^-f-Sa:*  —  2x'{'lsss0,  il  teorema  di  Cartesio  ci  dice 
che  essa  non  ha  radici  negati?e,  e  paò  soltanto  ammettere  due  radici  positive. 

Siccome  si  ha  sempre  •wf'^  2x^-\'  1  >  0 ,  il  metodo  di  Newton  è  applicabile 

a  qualsiasi  intervallo.  Possiamo  prendere  0=0  perchè  /'(O)aBl  ha  il  seg^o  di  f. 
Se  le  dae  radici  positive  esistessero,  dovremmo  trovare  ana  snocessione  dì  numeri 

^  »  ^  ^  ^  9  •  •  •  creicenti  verso  la  più  piccola  di  esse.  Invece  otteniamo  a,  =  ^  , 

df  sa  —  -^  .  Qni  possiamo  fermarci  ed  asserire  che  Teqnazione  proposta  non  ha 

radici  reali.  Ciò  si  poteva  anche  dedarre  dal  fiitto  che  il  trinomio  Za?  —  2x-\-\ 
è,  come  a^t  essenzialmente  positivo. 

e)  Per  reqnazione  a?  —  3^;*  —  ?«  -f-  4  =  0  ^  il  teorema  di  Cartesio  dà  come 
certa  resistenza  d*ana  sola  radice  negativa,  e  come  possibile  quella  di  due  radici 
positive.  Che  queste  esistono  e£Fettivamente,  e  che  una  di  esse  cade  nell'inter- 
vallo (0,1),  si  riconosce  poi  osservando  che  per  a;  =  0  e  per  a;ssl  il  primo 
membro  prende  i  valori  4  e  —  5 ,  che  hanno  segni  opposti.  La  derivata  seconda 

ò  negativa  nel  detto  intervallo,  perchè  —f"=ax  —  1 ,  e  però  bisogna  prendere 

o 

a=\.  Partendo  da  questo  valore,  il  metodo  di  Newton  conduce  (*)  rapidamente 

al  valore  della  radice  cercata  :  0,486456474 ...   Le  altre  doe  appartengono  agli 

intervalli  (—2,-1)  e  (4,5).  Esse  hanno  i  valori  —1,875...  e  4,387... 

d)  Determinare  le  radici  reali  dell'equazione  x*^  —  8d;  — 1=0.  Anche  qui 
il  teorema  di  Cartesio  dà  come  sicura  resistenza  d*una  sola  radice  positiva.  Le 
radici  negative  non  possono  essere  più  di  due^  ed  esistono  certamente  perchè  per 
a;  =s  0  e  per  a;  :=  —  1  il  primo  membro  assume  segni  opposti.  Si  hanno  dunque 
in  tutto  tre  radici  reali.  Il  metodo  di  Newton  fornisce  i  valori: 

Oi  =  — 2,7639...    ,      0,  =  — 0,1250...    ,      a,  =  2,8887... 

e)  Per  risolvere  cosx=sa7  si  cominci  dalFosservare  che,  per  soddisfare  a 
questa  equazione,  x  deve  necessariamente  appartenere  all'intervallo  ( —  1 , 1).  In 
questo  intervallo  la  funzione  f=iX  —  cosa;  va  crescendo,  perchè  la  sua  derivata 
f's=s\~\-wsix  vi  si  conserva  positiva.  Siccome  per  x=iO  è  f<iO,  mentre  per 
x=sl  è  /*>  0,  Tequazione  considerata  ha  una  Mìa  radice,  compresa  fra  0  ed  1. 
Per  calcolarla  col  metodo  di  Newton  bisogna  partire  dai  valore* a  =  l,  perchè, 
per  0?=:  1^  f  prende  il  segno  -f-,  cioè  appunto  il  segno  che  f"  =iC09X  conserva 
in  tatto  rintervallo  considerato.  Si  ottiene^  come  valore  della  radice, 

a  =  0,73908512 . . .  ,     cioè     o  «=  42»  20'  47^25  , 

180 
dopo  avere  osservato  che  l'arco  unità  viene  espresso  in  gradi  da  — ,  e  però  è 

uguale  a  57»  17'  44'',806247  ... 


(*)  J.  BoomQBT,  Nouv.  Annalet,  1869,  p.  21. 
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f)  Alla  eaimarìa  y  =»  «^  (e*  +  0^)  oondnrre  dall'orìgine  una  tangente.  Sia 

yssibe  reqnazìone  della  tangente.  Si  tratta  di  determinare 
i  in  modo  che  Teqnaiione  e*  -|-  e~*  <»  2A»b  abbia  una  ndioe 
doppia.  Qnesta  radice  deve  appartenere  all'equazione  deri- 
Tata  e*  —  r-«s=2Jb.  Quindi,  eliminando  ifc,  si  Tede  che  essa 
soddisfa  anche  all'equazione 

-—J z=»«  ,     cioè     aj==-log — !-^. 

È  la  natura  stessa  del  problema  che  svela  resistenza  di  due  sole  radici,  uguali 

1       «4- 1 
in  Talore  assoluto.  Del  resto  la  funzione  /ssx  —  77  log     "^  , ,  che  a  destra  di 

■ 

1  è  negativa,  finisce,  crescendo  x^  per  diventare  e  restare  positiva.  Essa  in&tti 

cresce  sempre,  perchè  la  sua  derivata  f  =s  -^ — =-  è  positiva  per  |  a;  |  >  1 .  Le 

sostituzioni  x  &=  1,1  ed  a;  sa  1,2  danno  risultati  di  segni  contrarli,  e  si  rico- 
nosce che  il  metodo  di  Newton  è  applicabile  all'estremo  destro  a  =a  1,2.  Si  trova 
a  Bs  1,199678 ...  ;  poi,  moltiplicando  fra  loro  le  uguaglianze 


si  ottiene 


««=.t(a  +  l)    , 


=  *(a-l). 


=  1,50888  . . . 


Ora  si  può  asserire  che,  secondo  che  il  numero  A;  è  inferiore  0  superiore,  in  va- 
lore assoluto,  ad  1,50888... ,  l'equazione  e*-|~^^'=^^  ^^^  ammette  radici 
reali  o  ne  ammette  due. 

g)  Molto  interessante  è  l'equazione  (*)  igx^s^^x^  che  si  presenta  nelle  teorie 
matematiche  della  elasticità, 
della  luce  e  del  calore.  Qui  y 
riesce  assai  utile  la  rappre- 
sentazione grafica,  che  per- 
metta di  vedere  subito  e  di 
separare  le  infinite  radici  del- 
l'equazione.  Queste  sono  le 
asdsse  dei  punti  d'incontro 
deUe  linee  y=stg«  ed  y^^x. 
La  prima  linea  è  costituita 
da  infiniti  rami  uguali,  da- 
scnno  dtt  quali  ò  incontrato 
in  un  punto  solo  dalla  retta 


X 


(•)  Vedi  VAÌQìlbf  di  Bcbtkamd  (1870,  t.  II,  p.  284),  U  «  C(mr%  d'Analyte  »  di  Catalìlm, 
p.  S97,  e  le  «  Léeona  d*optiqu6  phyHqué  »  di  Vibdit,  p.  £72. 
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y  =  x.  Coeì,  limitandoci  alle  radici  positive,  vediamo  che  esse  formano  una 
snccessione  Oi ,0^,03 ,...,  il  cni  termine  n*"*«  cade  fra  i  numeri  nir  e  [ n-|- „  J^i 
e  tanto  più  vicino  al  secondo  quanto  n  è  più  grande.  Per  calcolare  la  radice  a 
compresa  neirintervallo    fa  — ^ ,  a  J  ,  essendo   a  ==  1  n  -f-  -^  )  ir,  è  naturale 

porre  a  =  a  —  6,   con  6  compreso  fra  0  e  -^.  Allora  Tequazione  tga=a  di- 

venta  cotona  a,  cioè 

e=«arctg-, 
a 

e  però 

,    1 

a  =  a  —  arctg  — . 

et 

Se,  ponendo  per  a»  nel  secondo  membro,  il  ralore  a'^a,  prendiamo 

.     1 

«!  =  «  — arctg  — , 

otteniamo  un  valore  troppo  grande,  ma  certamente  più  piccolo  di  a,  e  per  con- 
seguenza più  vicino  ad  a.  Similmente 

a^=sa  —  arctg  — 

sarà  sempre  maggiore  di  a,  ma  inferiore  ad  Oj;  eoe  Adunque  i  numeri  01,01,03,..., 
costruiti  secondo  la  legge 

On+i  =  o  —  arctg —- 

si  vanno  avvicinando  continuamente  alla  radice  a,  mantenendosi  ad  essa  supe- 
riori. Essi  tendono  dunque  ad  un  limite  a'.  Intanto,  se  nella  relazione  precedente 
si  fa  crescere  n  airinflnito,  si  ottiene 

a'^o  — arctg^, 

e  però  a  =a,  perchè  nell'intervallo  la — ^,  01  cade  una  sola  radice  dell'e- 
quazione considerata.  Potremmo  dunque,  evitando  il  metodo  di  Newton,  servirci 
della  successione  precedentemente  costruita  per  approssimaroi  indefinitamente  alla 
radice  incognita  ;  ma  la  convergenza  è  troppo  lenta.  Infatti 

1  1  fl»  ^  (hi    I 

On+i  —  a»  =  arctg arctg  —  =  arctg 


0«— l  On  i  +  *»  ^•«^1 
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quindi,  per  n  infinito, 

lim^^^^^=.lim  ^  -      ^ 


On  — a„-i  l  +  OnOw-i       1  +  a** 

Per  accelerare  il  calcolo  bisognerà  dunque  adoperare  il  metodo  di  Newton,  par- 
tendo da  nno  qualunque  dei  Yalori  ottenuti  nel  calcolo  precedente.  E  si  noti  che 


non 


d  pnò  partire  da  a  =  [  n  -f-  q*  )  ^  perchè  per  questo  valore  la  funzione  di- 
venta infinita.  Così,  per  esempio,  se  si  vuol  calcolare  la  più  piccola  radice  pò- 

8it 
sitiva,  d  dovrà  partire,  non  da  a  =a  -^ ,  ma  almeno  da 

3ir  .      2 


a=:-^r arctg 


2        "*^  3ir  * 
Allora  col  metodo  di  Newton  si  ottiene 

tga  — a         a  1         3ii       /.   ,     4  \      .      3 

«i  =  « t?ó~  =  .-^-t^=--^"l^+9iis)"^^^' 

ecc.,  e  si  giunge  finalmente  al  risultato 

0  =  4,493409457909...    ,     cioè     a  =  257o2rr2",231224. .. 

hj  L*equazione  tga;  =  a;  è  notevole  anche  perchè  sì  presta  ad  una  risolu- 
zione generale,  doè  alla  determinazione  d'una  formola  che  esprime  tutte  le  radici. 

L'equazione  a  =  a  —  arctg  —  d  può  infatti  scrìvere  cosi  : 

""''*       a  "^  3a3 ""  Sa» "^  7a'      ••' 

Se  nel  secondo  membro  d  pone  a  per  a,  e  d  trascurano  le  potenze  di  —,  a  par- 
tire dalla  terza,  si  ottiene  at=aa .  Se  nello  stesso  secondo  membro  si  pone 

a per  a ,  e  si  trascurano  le  potenze  di  — ,  dalla  quinta  in  poi,  d  trova 

o  =  a ,--h 


1    '      /         1\3' 
a  —  -      3'  ^ 

a 


1      8(,- 


ovvero 


/l    ,    1\    ,     1  1         2 
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Poi,  analogamente, 


a  =  a  — 


1 


1        2 
a 


+ 


1 


2  \»  ' 


a       3as 


'{'-Ì-D  '{'-ì-ò] 


ovrero 


«oc.  Protegaendo  n  rioonoeoe  che  la  radice  a»  si  può  srilnppare  in  serie  conye^ 
gente,  cod: 


*"  =  ^  +  è)''~ 


1 


2 


(h+1),      3(n+^)V 


13 


146 


781 


15(n  +  i)V      105(n  +  l)V      315(n  +  i)V 

Per  esempio,  quando  n  è  molto  grande  (come  si  è  condotti  a  supporre  nello  stadio 
della  diflraiione  della  luce),  si  può  con  sufficiente  approssimazione  scrì?ere 

i)  Anche  per  risolvere  Tequasione  sen«  =s  ib;  è  utile  servirsi  d*nna  rappre- 
sentazione geometrica  (*),  e  considerare  le  radici  come  le  ascisse  dei  punti  comuni 


/r-' 


alla  sitnuoide  y^sma  ed  alla  retta  y  =  kx.  Prescindendo  da  d;ssO»  si  vede 
che,  per  k^ì,  non  esistono  altre  radici.  Supponiamo  dunque  ^  <  1 ,  ed  Imma- 


(*)  Si  conouoQo  interessanti  metodi  per  la  riaolitzione  grafica  delie  eqnasioni.  Vedi  la 
NomographU  di  M.  d*Ocaoicb  (Paris,  1891). 
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giniamo  anzi  che  k  vada  in  modo  continao  decrescendo,  a  partire  da  1.  Allora 
la  retta  y  =  ib;  raota  intomo  alForigine,  nel  senso  degli  indici  deirorologio,  ed 
infinite  Tolte  accade  che  essa  diyenta  tangente  alla  sinusoide.  Ciò  ayriene  per 
quei  yalori  di  h  che  fiume  acquistare  all'equazione  propoeta  una  radice  m  co- 
mune con  Tequazione  derivata  cosd;=3A;.  L*eliminazione  di  ib  fra  le  due  equa- 
zioni dà  tgx=x:  siano  Oi ,  04 ,  c^ , . . .  le  radici  positive  di  questa  equazione, 
e  sia  ft.«=cosa„.  I  coefficienti  angolari  delle  tangenti  condotte  per  Torigine  alla 
sinosoide,  disposti  in  ordine  decrescente,  sono  1,  k^  ,  k^ ,  Ag,...,  k^t  k^,  k^. 
Quando  k  diventa  inferiore  a  Aj^  la  retta  cessa  di  tagliare  la  curva  fuori  del- 
roiigine.  Drmqne  Tequazione  sena;=s  jbc  ha  radici  reali,  diverse  da  zero,  solo  per 

quei  valori  di  k  che  sono  inferiori  all'unità  e  non  inferiori  a ^  ,  essendo 

0=3 4,49...  la  più  piccola  radice  positiva  dell* equazione  tgx  =  x.  Se,  per 
esempio,  k  è  positivo,  e  cade  fra  certi  due  numeri  ktt^t  e  fe»,  le  radici  posi- 
tive  saranno  in  numero  2n  —  1 ,  vale  a  dire  che,  in  tutto,  Tequazione  avrà  4n  —  1 

radici  reali.  Quando  k  è  piccolissimo,  il  numero  delle  radici  reali  è  molto  vi- 

2 
duo  a  —7- .  Finalmente  si  osservi  che  la  più  piccola  radice  positiva  appartiene 

airintervallo  (0,it)  0  a  (ir, 04),  secondo  che  k  è  positivo  0  negatiro.  E  poiché 
la  funzione  f=twùx  —  kx  ha,  per  a;  =  iT,  il  valore  — Ami,  il  cui  segno  è  quello 
che  /^sB  —  wsax  conserva  nell*uno  0  nell*altro  dei  predetti  intervalli,  si  può  appli- 

IT 

care  il  metodo  di  Newton  partendo  sempre  da  a  =  ir .  Si  ottiene  Oi  ss  •         ;  ecc. 


LVn.  RISOLUZIONE  ALGEBRICA 
DELLE  EQUAZIONI. 


1.  Equazione  cubica.  Vogliamo  ora  occuparci  della  risoluzione 

algebrica  delle  equazioni,  vogliamo  cioè  tentare  la  determinazione 

delle  radici  in  fìinzione  algebrica  esplicita  dei  coefficienti,  supposti 

qualunque.  Ciò  è  stato  già  fatto  n^li  Elementi  per  le  equazioni  di 

primo  e  di  secondo  grado.  Ora  si  consideri  la  seguente  equazione 

cubica  : 

a?'+jpa?  +  ^  =  0.  (1) 

Posto  x  =  u-\-v  essa  diventa 

te*  -f  t?' -j-  (3tw  +  p){u -^  v) -\- q  =  0  , 
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ed  è  soddisfatta  quando  si  prende,  simultaneamente, 

cioè 

u^  +  v^  =  —  q     ,      u^f^t—,_r_ 

Si  vede  cosi  che  u^  ev^  sono  radici  deirequazione  quadratica,  detta 
risolvente  dell'equazione  data, 

l/*  +  W  — ^==0. 

Pertanto  è 

^"-       2^M^27      '       ^-       2        M  +  27' 

Dunque  le  incognite  u  e  t?  hanno  ciascuna  tre  valori,  dimodoché 
si  troverebbero  in  tutto  nove  valori  per  w  +  t?,  o*e  non  si  osse^ 
vasse  che  si  debbono  associare  soltanto  quei  valori  di  t^  e  di  v,  il 

cui  prodotto  è  —  ^1 .  Sia  a ,  2)  una  coppia  di  simili  valori.  Allora  le 

radici  domandate  sono 

a^  =  a  +  ^    ,    ttg  =:  uja  4-  uj*^   ,    «3  =  u)*a  +  uj&  , 

dove  ui  rappresenta  una  radice  cubica  immaginaria  dell'unità.  Si 
usa  riassumere  ciò  nella  formola  s^uente,  detta  formola  di  Tar- 
taglia: 

2.  La  formola  di  Tartaglia  ha  l'inconveniente  (che  non  (*)  si  può 
togliere  per  via  algebrica)  di  porgere  le  radici  sotto  forma  imma- 
ginaria appunto  nel  caso  della  loro  realtà,  cioè  (LIV,  4,  b)  quando 

^  4- 1«  <  0.  Un  altro  inconveniente  è  quello  di  dare  sotto  forma 


(')  Vedi,  p.  as.,  una  receasiono  dal  prof.  Qiudicb  nella  Riviata  di  matematica  (1892,  p.  11)< 
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irrazionale  ì  valori  di  radici  razionali.  Cosi,  per  esempio,  l'equa- 
zione a?  —  X — 6  =  0  ammette  Tunica  radice  reale  2,  mentre 
dalla  (2)  si  ricava  un  valore  complicato,  da  calcolare  per  loga- 
ritmi, dimodoché  praticamente  si  perviene  ad  un  risultato  che  dif- 
ferisce da  2  tanto  poco  quanto  si  vuole,  ma  che  non  è  2.  Ed  è 
stato  osservato  da  E.  Kummer  che  (*),  quando  si  operi  soltanto  su 
numeri  razionali,  ciò  avviene  in  generale,  a  meno  che  l'equazione 
abbia  la  forma 

afi—{a^  2^)cc'  +  (2ap  +  3»  4-  3T*)ir?  —  a(p«  +  3t')  =  0 , 

con  a ,  3  »  T  razionali.  Solo  in  questo  caso  la  radice  razionale  a 
può  (dopo  aver  ridotto  l'equazione  alla  forma  (1),  come  più  oltre 
si  vedrà)  essere  trovata  esattamente  mediante  la  formola  di  Tar- 
taglia :  le  altre  due  radici,  immaginarie,  annullano  (x  —  P)*  +  3t*. 

3.  L'ultimo  inconveniente  non  si  presenta  nella  pratica,  se  sì  ha 
cura  di  (LY)  liberare  l'equazione  dalle  radici  razionali.  Al  primo 
si  dà  riparo  ponendo  l'espressione  (2)  sotto  forma  trigonometrica. 
Per 

— |=:pcose    ,     ^  +  |^  =  — p*sen*0, 
la  formola  di  Tartaglia  diventa 

3 8 

X  =  j/p(cos0  +  ^senO)  -f-  |/p(cos8  —  e'senG) . 
è  noto  (XLII,  9)  che  i  valori  dei  due  radicali  sono,  rispettivamente, 

pè(cos±Ì^  +  f8en^Ì^).    pÌ(co8-i+?*^-^sen^). 

dove  ft  prende  i  valori  0,1,2.  Si  debbono  poi  accoppiare  i  valori 
stessi  in  modo  che  il  loro  prodotto  sia  reale,  e  per  questo  bisogna 
attribuire  a  h  valori  uguali  nelle  due  espressioni.  Ne  segue 

a;  =  2p»  cos  — ^Q , 


(*)  Mathuiif  1881,  p.  96.  OsMrYasione  analoga  per  Tequaiione  qaartica:  p.  184. 
CmIbo,  AnaliMi  algebrica  .    28 
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vale  a  dire  che  le  radici  sono 

a,  =  2p*C08|,    a,  =  2p*cos(|  +  ia)^),    a,  =  2p*oos(|  +  240»). 

Questi  valori  saranno  noti  quando  si  conosceranno  il  numero  posi- 
tivo p  e  Tarco  6.  E  siccome,  per  ipotesi,  è 

p=f^  ,     cose=-^, 

p  e  9  si  potranno  facilmente  calcolare  per  logaritmi. 

4.  L*equazione  cubica  generale 

a^  —  c^a? '\'C^x  —  c,=0  (3) 

è  sempre  riducibile  alla  forma  (1).  Basta  prendere  come  nuova 
incognita 

CoA  Tequazione  data  ai  trasforma  in  quest'altra 

che  ha  la  forma  (1).  Nel  caso  attuale 

p  =  — i(c,»  — 3c,)  ,     ^  =  — ^(2c,*  — 9CA4-27C,). 

Quindi  (LI,  14,  a) 

tjLJt— ^ 

4  "T"  27  ~      4.27' 

dove,  secondo  il  solito, 

A  =  —  27c,*  +  18c,c,c,  —  4Ci*c,  —  4c,*  +  c^c^. 
I  radicali  della  formola  di  Tartaglia  diventano 
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Dunque  le  radici  deirequazione  (3)  sono  date  dalla  formola 


1 

«ss— 

3 


5.  E^uaslone  quartfoa.  Ora  ai  consideri  Tequazione 

a^+pa^-\-qx  +  r  =  0,  (4) 

e  si  tenti  di  soddisfarla  ponendo  a)  =  u-^V'\-w.  Elevando  a  qua- 
drato questa  uguaglianza  si  ottiene 

cc^  —  (w*  +  !?•  +  tc^)z=z2(vw  +  tou+  uv)  ; 

poi»  quadrando  nuovamente, 

Identificando  con  Tequazione  proposta  viene 

Ne  risulta  (L,  1)  che  u*,  v*,  io*  sono  radici  deirequazione  cubica 

É  questa  la  risoivente  deirequazione  data.  Trovate  le  radici  della 
risolvente,  si  hanno  due  valori  per  ciascuna  delle  incognite  u^v^to; 
ma  bisogna  associare  tra  loro  soltanto  quei  valori  di  u,v,i^7,  il 

cui  prodotto  è  —  i.  Siano  a ,  & ,  e  tre  di  questi  valori.  Le  radici 

domandate  sono 

a^=za-{'b'{-c    ,       0,  =  —  a  +  ^  — C', 
a^  =  a  —  b  —  e    ,       a^  =  —  a  —  6  + e. 

Si  noti  che  alla  forma  (4)  è  sempre  riducibile  Tequazione  quartica 
generale 
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Basta  prendere  come  nuova  incognita 
L'equazione  data  si  trasforma  in 

Questa  è  del  tipo  (4).  Risolvendola  ed  aumentandone  le  radici 
di  -^c^,  si  ottengono  le  radici  dell'equazione  proposta. 

6.  I  procedimenti  seguiti  nei  §§165  per  risolvere  le  equazipni 
del  terzo  e  del  quarto  grado  sono  dovuti  rispettivamente  a  Hudde 
e  ad  Eulero.  Altri  sono  stati  proposti  da  varii  Autori  {*);  ma  noi 
qui  vogliamo  limitarci  ad  esporne  soltanto  due,  che  hanno  il  pregio 
di  essere  informati  a  principii  generali,  e  di  lasciare  intravedere, 
per  conseguenza,  quale  sia  la  via  da  seguire  per  tentare  la  riso- 
luzione delle  equazioni  di  grado  superiore.  Uno,  il  metodo  di  Gayley, 
è  fondato  sulla  teoria  delie  forme  (LI),  e  consiste  nel  servirsi  delle 
relazioni  esistenti  tra  la  funzione  f  eie  corrispondenti  ff,Q,  ecc., 
per  ridurre  f  a  forma  canonica,  e  decomporla  quindi  in  fattori 
lineari  (**).  L'altro,  il  metodo  di  Lagrangia,  fondato  sulla  teoria 
delle  funzioni  simmetriche  delle  radici  (L,  LII),  ha  il  vantaggio  di 
mettere  in  evidenza  Tintima  ragione  delPimpossibilità  di  risolvere 
algebricamente  le  equazioni  generali,  di  grado  superiore  al  quarto. 

7.  ■•lodo  di  Cayley  i  aj  Per  Y equazione  quadratica 

.r«  — .  c^X  -4-  Cg  =  0 , 

la  decomposizione  del  primo  membro  f  in  fattori  lineari  si  può  fa- 
cilmente eseguire  partendo  dairespressione  della  hessìana  (LI,  4) 

« 

H  =  f'*  —  -Iff" , 


(*)  Vedi,  per  esempio,  la  Teoria  di  Pbtsbsbm  (voi.  I,  p.  88),  Su  queeto  argomeoCo  è  stila 
leggere  gli  «  Studii  »  pubblioaii  da  Tortolimi  negli  Annodi  ili  MaUmatiea  (1868,  p.  310). 

(**)  Halphbn,  Nouv.  AnnalM  (1885,  p.  17);  Clebsch,  Lenona  tur  la  Geometrie  (t  I, 
pp.  S78,  307). 
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che  nel  caso  attuale,  essendo  f'  =  2x  —  c^,  /*''  =  2 ,  si  riduce  alla 
costante  c^'  —  40,.  Si  ha  subito 

ovvero 

Le  radici  sono  dunque  date  dalla  formola 


^  =  -|(^i±f/c,*  — 4c,J 


bj  Per  Yeqtuizlone  cubica 

có^  —  c^a^-}'  c^x  —  e,  =  0 


avremo  a  considerare  la  hessiana  H  =  2/*'*  —  3/y"  e  la  jacobiana 
2 


Q=Hf  —  ^H%  Si  è  (LI,  9)  dimostrato  che 


iJ«  — 20«  =  54rA.  (5) 

A  questa  identità  si  può  dar  la  forma 


0«  +  27rA  =  ^J7», 


ovvero 


(|o+|f,c:3A)(>o-l^»':^)=(ÌH)'.        • 

Ora  noi  affermiamo  che  il  problema  detta  riduzione  di  i  a  forma 
canonica  non  differisce  sostanzialmente  da  queUo  detta  decorna 
posizione  di  B,  in  fattori  lineari.  Infatti,  immaginiamo  eseguita 
quest'ultima  decomposizione,  e  siano  aa;-i-a',  bx-^-V  i  fattori 

dì  -^H.  Allora,  per  la  precedente  identità,  si  è  condotti  a  porre 

\Q-\'\f\rZ:zK={ax  +  aJ,  \Q-^f\/Z:^K=(px+Vf  (6) 

e  cons^uentemente 

3/")/— 3A  =  (or  +  cif  —  (bx  +  b'f ,  (7) 
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cooie  9  ToleTs  dìmoslnre.  Adunque»  per  applicare  il  ooetodo  di 
CajleT  alla  molozioDe  dell*eqiiazìoiie  cubica,  si  richiede  scdtanto 
che  si  sappiano  formare  i  primi  m^nhri  delle  (6),  i  quali  dovranno 
risultare  cubi  perfetti.  O,  più  hreTemente,  trovate  le  radici  a  e  p 
di  £r  si  sa  che  deT'eawre  f=^\{x  —  àf  —  pl{x  —  fif.  Si  riesce 
poi  fiicilmente.  per  identificazìoQe,  a  determinare  le  costanti  X  e  ^,  e 

t  s 

quindi  a  decomporre  f  nei  attori  lineari  (x — a)/x — (x — t)/ii' 

c)  Per  ntzoTare  pot  eoi  metodo  di  Gayley,  la  Annoia  gene- 
rale di  risoluziooe»  stabilita  nel  §  5»  à  procede  nel  seguente  modo. 
Se  ai  forma  la  hessiana,  si  ottiene 

dove  per  breTÌti  si  è  posto 

cy  =  2L\»  — ^\c,  — 27C,- 

Si  noti  (LL  S"^  che  c^  è  anche  fl  primo  termine  di  Q.  Segoe 
dunque  dalle  v^) 

Ja-^|l^^r3A  =  a»  ,     io— |K^ràA  =  6».  (9) 

D  altra  parie  si  pcega 

1  '^  1  •"'  '  1^,1 

^H=z  ,r — ^t\  —  :r"     ?   X — 5<^i;-r^  . 

•»  •         ... l 


*  .•  t -i  •  »*  V 


C.    '— '0^' 


l 


v^,   .     -   .    _     ^        ,     •«,         "~   —  3 


,    atr-^ìfar^z^o. 


A  qMSle  nùÀ::ii à axìi^stik Frri>S2cio  «^  =  |!s*,  ^•  =  ia*.  Ora 
sttsc  dun»  alli  v7   ^  siacw£::e  lirsa 
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Quindi,  diyidendo  tutto  per  a?  —  ì>^^  si  vede  subito  che  f  si  può 
decomporre  in  tre  fattori  lineari,  uno  dei  quali  è  il  quoziente  di 

[a(i-ic,)  +  j6*]-[&(a.-|c,)  +  Ja«] 
=  (a-6)(a;-ic,)-i(a»-6*) 

per  a  —  &,  cioè  x — 3(C|  +  ^  +  &)-  Un  altro  è  il  quoziente  di 

per  a  —  u)6 ,  cioè  x  —  3  (c^  +  uwi  +  ui*&).  Finalmente  il  terzo  fat- 
tore si  ottiene  dividendo 

=  (a  — u»«6)  (a?  — lcj-y(a«-u)*6») 
per  a — u)*&.  Esso  ò  dunque  x  —  ?  (Ci  +  w*^  +  *<)&)•  Adunque  si  ha 

/'=ra;— g(Ci+a+6)j[a;— 3(Ci+uja+u)*6)jri»— g(Ci+uu*a+u)&)J, 

vale  a  dire,  in  virtù  delle  (9),  che  le  radici  di  f  sono  comprese 
nella  formola 

a?  =  I  (e, +|/i  (a  +  Sk'^^SA) +1/^  ((T--3|/:^3À)). 

d)  Per  \eq!iMZ1aM  guarttca,  la  relazione  che  prende  il  posto 
della  (5)  è 

45'«  —  3Q*  =  64  (3iJ7 — S/n  r , 
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vale  a  dire 

^0«  =  ir»  —  37J?(4/)« +  27(40'; 

ma  noi  abbiamo  (Ln,  9,  d)  già  visto  come  questa  si  spezzi  in  altre 
più  semplici  quando  si  considerano  i  fattori  quadratici  /i ,  A  »  A 
della  jacobiana  Q^=^fJtfv  ^.llora  si  ha 

J?-4k/=3/;*,    H—4K^r=3f^*,    ff—4K^r=3r^\ 

essendo  k^  ,  k,  ,  k,  ,  le  radici  di 

Q{x)  =  x^  —  3Ix  +  2J. 

Se,  dopo  aver  risoluta  Tequazione  Q  =  0 ,  si  formano  le  quartiche 
ff — 4Kif,  queste  dovranno  risultare  quadrati  perfetti^  ed  estraen- 
done le  radici  si  conosceranno  i  fattori  quadratici  di  Q,  e  final- 
mente si  potrà  decomporre  f,  proporzionale  a 

nei  suoi  fattori  lineari.  Più  brevemente,  basta  conoscere  una  sola 
radice  k^  di  Q,  e  limitarsi  a  formare  ff — 4K^f,  che  riuscirà  uguale 
a  3f^K  L'estrazione  di  radice  conduce  ad  un  risultato  che,  a  meno 
d*un  fattore  arbitrario,  si  può  porre  sotto  la  forma  {(zX'\-a'){ba)  +  ìf). 
Allora  le  altre  funzioni,  f^  eà  f^j  dovranno  necessariamente  avere 
la  forma 

giacché  (LI,  12)  le  loro  radici  separano  armonicamente  quelle  di  f^, 
e  costituiscono  anch'esse  una  quaterna  armonica.  Si  perviene  in  tal 
guisa  a  dare  ad  f^  —  /,*,  e  conseguentemente  ad  f,  la  forma  ca- 
nonica 

f=\{ax-\-ay  +  \i{ax  +  ay(l>x+ìf)''  +  y{bx  +  ì)y' 

sotto  la  quale  Tequazione  f=^(^  si  risolve  come  un'equazione  qua- 
dratica. 
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8.  Ilstoclo  di  Lagrattoiari  a)  Quando  è  data  \yvL  equazitme 
quadratica  sì  conoscono  due  funzioni  simmetriche  delle  radici,  cioè 


ai  +  a«  =  Ci    ,      o^iO.^  =  c 


2  » 


ma  è  ovvio  che  per  potere  dtsUnguere  una  radice  dall'altra  è  in- 
dispensabile conoscere  qualche  altra  funzione,  non  simmetrica, 
delle  radici  stesse.  Nel  caso  attuale  abbiamo  la  funzione  alternante 
a^  —  o,,  il  cui  quadrato  è  il  discriminante  A=c^*  —  4c,  dell'equa- 
zione proposta.  Dunque  le  radici  si  deducono,  per  addizione  e  sot- 
trazione, dalle  relazioni 

«i  +  ««  =  Ci    »      a^  — a,  =  f/A, 
e  però  hanno  i  valori 

h)  Similmente  per  Veqtjuizione  cubica  è  insufficiente  la  cono-  . 
scenza  pura  e  semplice  delle  funzioni  simmetriche 

01  +  01  +  03  =  04  ,    ajag  +  aga^  +  aia^^c.  ,    o,^at^^  =  <^ii 

per  distinguere  le  radici  fra  loro.  Ma  si  è  già  (LII,  7)  osservato 
che  la  funzione  (a^  +  iwa, +  iu'a3)'  ha  soltanto  i  due  valori 

Pi  =  (Oi  +  u)a j  +  u)*  a»)'    ,      pg  =  (a^  +  ui*  a^  +  uittj)»  , 

che  noi  potremo  considerare  come  radici  di  un'equazione  quadra- 
tica, i  cui  coefficienti  si  esprimono  razionalmente  nei  coefficienti 
dell'equazione  proposta.  Infatti,  ripetendo  un  po'  diversamente  un 
calcolo  già  eseguito  altrove,  si  ha 

(a^  +  iwa,  +  ui'ag)  +  (a,  +  ui'a,  +  wttg)  =  2ai  —  a,  —  «3 

(tti  +  uia,  +  ui^tta)  +  ui(ai  +  uj*a,  +  wa,)  =  ui*(2a8  —  a^  —  a,) 

(ttj  +  wa^  +  ui^aj)  +  ui*(ai  +  tu*  a,  +  0)03)  =  u)  (20,  —  Oj  —  a^)  ; 

poi,  moltiplicando  e  continuando  (§  7,  e  ;  LI,  7)  a  chiamare  a  il 
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primo  coefficiente  di  Q,  si  ottiene  P|-f'Pt  =  <^-  À.nalogamente  po- 
tremmo calcolare  PiP^  ^  costruire  la  risolvente.  Bla  per  calcolare 
pj  e  p,  è  più  utile  formare  p,  —  p, ,  e  per  questo  si  scriva 

(a^  +  uia,  +  uj'a,)  —  (a^  +  ui*a,  +  uia,)  =  (ui  —  ui»)  (a,  —  a,) 
(a^  +  uia,  4-  ui*a,) —  ui  (a^  +  ui'o,  +  ^^s)  =  (^  —  wj)  (a^  —  c^) 
(a^  +  uia^  +  ui«  a,)  —  ui*  (a^  +  uj*  a,  yf  uia ,)  =  (ui»  —  1)  (a,  —  aj . 

Quindi  moltiplicando,  ed  osservando  che  (ui— ui*)*(i — uj)*  (ui* — 1)*, 
discriminante  di  ^  —  1 ,  ha  il  valore  —  27,  si  ottiene 

^-p,  =  3^^-3A. 
Dunque 

P,=i-(a  +  3|/-3Z^)     ,      p,  =  i-(<y-3/^^^3A). 

Ora,  per  calcolare  le  radici  a,  abbiamo  un  sistema  di  equazioni 
lineari: 

8  3 

ai  +  at+a8=^i»  a*  +  uia,  +  01*03 = f/p^  ,  a,  +  ui*a,  +  waj = |/^. 

Finalmente 

3         3 

^  8  8 3 8_ 

at  =  -g-(c.  +  u)«»/p7+u)>/p,  ),  a,  =  -i-(c,  +  u)»/p,  +  aiyp,). 

cj  Nel  caso  ùéiVeqiuizione  quarttca  possiamo  considerare  la 
ftinzione  0,03*1-0104,  che  ha  soltanto  tre  valori: 

Pi  =  0108 +  «104    >      Pi  =  0304 +  «8  O4    »     p8  =  0103 +  0,04. 

Cerchiamo  anzitutto  di  formare  1*  equazione  cubica  definita  da 
queste  radici.  Con  un  calcolo  facile  si  ottiene 

Pi  +  P8  +  p3=Ct       ,         p8P8  +  p8pl  +  PlPl=CiC3  — 4C,. 

0|p8P8=^8*  +  Cl*C4  — 4C,C4    , 
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La  risolvente  è  dunque 

j/»  — C,y*+(CiCs  — 4cji/  — (C3«  +  Ct«C^  — 4c,cJ  =  0.     (10) 
Quando  se  ne  conosce  una  radice,  per  esempio  p^y  si  ha 

vale  a  dire  che  0303  ed  a^a^  sono  radici  di  x*  —  ^1^  +  04.  Se  per 
tali  radici  si  ottengono  i  valori  a  e  &,  si  avrà  0^03  =  a ,  0^04  =  b. 
Quindi,  se  si  osserva  che 

(a,  +  a,)  a,  a^  +  (a^  +  aj  0,03  =  c^ , 

si  conoscono  due  relazioni  alle  quali  soddisfano  a,  +  a,  ed  a^  4~  <^4  > 
cioè  f, 

(o«  +  a8)+(ai  +  «4)  =  Cj    »      «(a»  +  a3)  +  &(a4  +  a4)  =  C3. 


Ne  segue 


a«  +  «s  — -^^z:^    »     «i  +  «4  — -jzift-- 


Dunque  le  equazioni  quadratiche 

a — b        '  '  a — b        ' 

forniscono  tutte  le  radici  deirequazione  proposta.  In  altri  termini, 
si  ha  ridentità,  facile  a  verificare, 

x^  —  c^a^-\-  c^x*  —  c^x  +  C4 

=(^-^£^^+«)(-*-^^^+»)- 

d)  Invece  di  a3a,-|-(Ki(K4  avremmo  anche  potuto  prendere  la 
funzione  a^  —  a,  —  03-1-04.  È  vero  che  questa  ha  sei  valori,  ed 
occorrerà  risolvere,  per  conoscerli,  un'equazione  del  sesto  grado; 
ma  essi  sono  due  a  due  uguali  e  di  segni  opposti,  dimodoché  Fequa- 
zione  risolvente  conterrà  le  sole  potenze  pari  delFincognita^  e  sarà, 
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per  conseguenza,  immediatamente  riducibile  al  terzo  grado.  I  sei 
valori  della  funzione  considerata  sono 

Ti==(ai  +  a4)  — (a,-f  a,)  , 
T«  =  (01  +  04)  — (a, 4- a,)    ,      T8  =  (o3  +  a4)  — (Oj  +  Ot)» 

e  — Ti»  — T«>  — Ts-  L^  risolvente  attuale  si  può  fiicilmente  de- 
durre dalla  (10)  utilizzando  la  relazione  che  lega  le  r  alle  p.  In&tti 
si  ha 

Ti*  =  (a,  +  a,  +  a3  +  aJ»-4(P,  +  p3)  =  V-4c,4-4P,, 

vale  a  dire  che  Tincognita  z  deirattuale  risolvente  è  legata  a  quella 
dell*equazione  (10)  mediante  la  relazione 

jy»  =  c^  —  4o^  -j_  4|^ . 

L'effettiva  sostituzione  di  t/  in  finzione  di  z  trasforma  la  (10)  in 

sfi  _  (3C4*  —  8c»)  ^  +  (3c,*  —  16C4*  e,  +  Idc,*  + 16^4  C3  —  640*)  z^ 

-(c,>-4c,c,+8c3)«  =  0.  (11) 

Calcolate  le  radici  t  di  questa  equazione,  si  ha,  aggregando  la  re- 
lazione a,  +  a,  +  03  +  a^  =  Cj  alle  altre  che  definiscono  le  stesse 
T  mediante  le  a,  un  sistema  di  equazioni  lineari,  che  fornisce  i 
valori  delle  radici  : 

ai=-4-(Ci+Ti  — T,  — Ts)    »     a«  =  -4(<?i— Ti  +  T«  — Ts)  » 

9.  Osservazioni  I  a)  Il  metodo  di  Lagrangia,  quando  si  scelga 
convenientemente  la  funzione  delle  radici,  che  deve  soddisfare  al- 
Tequazìone  risolvente,  conduce  in  modo  razionale  ai  varii  artiflcii 
escogitati  da  Hudde,  Ferrari,  Cartesio,  Bulero,  ecc.  per  risolvere 
le  equazioni  cubiche  e  quarUche.  Lo  stesso  metodo  di  Cayley  ha 
stretti  legami  con  quello  di  Lagrangia,  ed  è  facile  convincersene 
osservando  che  le  risolventi  in  y  ed  in  z,  costruite  per  la  risolu- 
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zìone  della  quartìca,  non  differiscono  sostanzialmente  dalla  risol- 
vente Q  =  0.  Infatti  i  primi  membri  delle  equazioni  (10)  e  (11)  si 
deducono  da  fi  (a?)  ponendo  separatamente 

1  3 

i37  =  Cj  —  Sy    ,      00  =  -^  (Sc^*  —  SCf)  —  -j-  z*. 

bj  Lagrangia  ha  (*)  applicato  il  suo  metodo  a  tutte  le  equa- 
zioni algebriche,  ed  ha  insegnato  a  costruire,  per  qualsiasi  grado, 
Tequazìone  risolvente.  Le  equazioni  generali  dei  primi  quattro 
gradi  si  possono  risolvere  perchè  la  detta  equazione  ausiliaria  ri- 
sulta di  grado  inferiore  a  quello  deirequazione  proposta.  Questa 
favorevole  circostanza  non  si  presenta  più  per  le  equazioni  di  grado 
superiore  al  quarto.  Cosi,  per  esempio,  la  risoluzione  dell'equazione 
quintica(**)si  può  sempre  ridurre  a  quella  di  una  quartica;  ma  i  coef- 
ficienti di  questa  dipendono  da  una  sestìca,  e  però  il  metodo  riesce 
illusorio.  Ben  presto  vedremo  che  tale  fatto  si  deve,  non  airimper- 
fezione  del  metodo  (che  anzi  si  applica  utilmente  a  talune  classi 
di  equazioni),  ma  all'insufflcienza  dei  simboli  algebrici  per  rappre- 
sentare le  radici  di  un'equazione  algebrica  in  funzione  esplicita  dei 
coefficienti.  Occorrono,  per  tale  rappresentazione  sotto  forma  finita, 
nuovi  simboli  ;  e  già  Hermite  e  Brioschi  son  riusciti  a  dare  la  riso- 
luzione generale  delle  equazioni  di  quinto  e  di  sesto  grado,  ricor- 
rendo a  speciali  funzioni  trascendenti.  Ciò  non  esclude  che  tale 
risoluzione  si  possa  conseguire  per  vie  puramente  algebriche  (***). 

cj  Per  poco  che  si  rifletta  sulla  risoluzione  delle  equazioni  dei 
primi  quattro  gradi  si  riconosce  che  il  successo  del  metodo  di  La- 
grangia  si  deve  {cfr.  LII,  8)  più  specialmente  alla  possibilità  di 
costruire  funzioni  a  più  valori,  che  abbiano  una  potenza  ad  uno  o 
due  valori.  Cosi  per  Tequazione  quadratica  ìsiamo  stati  condotti  a 


(*)  Memori»  delVAeeadéfnia  di  Berlino,  1771.  Vedi  anche  an  lavoro  di  Vandbrmomdb  fra 
le  MemorU  delV Accadèmia  di  Parigi,  dello  itesao  anno. 

(**)  Su  questo  loggetto  vedi  una  Memoria  di  Briobchi  negli  Annali  di  Matematica 
(2«  serie,  1. 1,  p.  822). 

(***)  Per  esaere  rapidamente  inisiati  alle  interessantissime  rlcerohe  di  F.  Klbih  sa  questo 
eoggetto  è  utile  consultare  una  Nota  del  prof.  Qiudiob  negli  Atti  delV Accademia  di  Torino 
(7  maggio,  1809). 
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considerare  la  funzione  a  due  valori  a^  —  a, ,  che  ha  per  quadrato 
la  funzione  simmetiica  A.  Per  l'equazione  cubica  abbiamo  incon- 
trata la  funzione  a|4-u^  +  u^'^»  ^^^  ^  P^  cubo  una  funzione 

a  due  valori  ^i^àl  ^^ —  ^^  )  •  Finalmente  anche  per  la  quartica 

avremmo  potuto,  invece  di  risolvere  Tequazione  (10) ,  costruire  di- 
rettamente la  funzione  p^^  +  uiPs  +  ui*  Ps  »  "^^lo  a  dire 

a,a,  +  a.a^  +  01(030,  +  a,aj  +  \jj*(a^a^  +  c^aj , 

il  cui  cubo  ha  due  valori  J+^J^  —  /•,  come  si  riconosce  subito 
osservando  che  le  p  hanno  lo  stesso  discriminante  delle  a,  e  che 
per  esse  la  finzione  a  è  appunto  27. 

10.  Esarolslli  a)  Bisohere  z>4-6z  — 7»0.  Qui  si  h»  (§  1) 

p«6,    q 7,    1  +  5  =  -^. 

Le  ridici  della  riaolveiite  tono  danqne 

1      7   ,   9      Q         j      7       9  , 

•*  ==2  +  2="^  •     ^==2-2 ^- 

Si  può  prendere  ti  =  2,  2ui,  2ui*  e  «=» — 1,  — ui,  — ui*;  ma  bisogna  ac- 
coppiare qaeeti  valori  in  modo  che  si  abbia  uo^  —  2.  Dunque  le  radid  del- 
reqnazione  proposta  sono  2  —  1  ^  2ui  —  ui*  9  2ui'  —  ui ,  cioè 

a.  =  l   ,     a, ^(l+3|/=8)   ,     a,^ ^Ji-8|^^. 

b)  Bwidere  im  emitfero  m  due  parti  equivàlmti,  mediante  un  piano  parai- 
ìelo  (dia  base.  Preso  come  nnità  fl  raggio,  sia  x  la  distansa  fra  la  base  ed  il 
piano  incognito.  Si  deve  ayere 

2^[i+(i_a^)]+:^^=.:L  ,    cioè  «»-3«+ic-o. 

Qui  (§3)  si  ha  p^S,  q^l-,  poi  pa.1,  0088=»  —  ^,  e»1200;  Le  ra- 
did  sono  donqne 

aiai8cos40<»  ,    at=2cosl60^  ,    at»2cos28(^. 

Noi  abbiamo  da  oondderare  soltanto  la  radice  compresa  fra  0  ed  1  : 

2CO82800  »  2CO8800  »  0,8472964 
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e)  Bùohere  (*)  4xs  +  9z>  +  18z  +  17  =  0  eoi  metodo  di  Cayley.  Se  si 
ha  cura  di  erìtare  i  coefficienti  frazioDarii,  mercè  rintrodazione  di  convenienti 
fiittori  niunerìd,  si  trova  A  =»  —  27 .  1600 , 

Jff=»  — 90(8«»+10«+3)  ,    e  =  — 270(lliB»  — 9««  — 63«  — 67). 

Poi  ri  riconosce  facilmente  che  l'espreerione 

—  (11«»  — 9««  — 6a«  — 67)±4(4«»H-9««+18aj  +  17), 

ha  i  valori  5(d;-|-8)'  e  — (3a;-)-l)^.   L'equazione  proposta  è  dunque  (§  7,  b) 
riducibile  alla  forma 

5(x  +  3)«  +  (3a?+l)*  =  0, 

sotto  la  quale  ri  può  immediatamente  risolverla.  Del  resto,  senza  calcolare  Q, 

basta  osservare  che  le  radid  di  H  sono  —  8  e  —  -^  per  poter  dare  al  primo 

membro  dell*equauone  la  forma  \(z -{- Sy -{- }x(Sx -^^  Vf.  Per  identìficarione  ri 
ottengono  le  equauoni 

X  + 27^  =  4    ,      27X  +  M=17. 

dalle  quali  ri  deduce   X  =  5^. 

d)  Bùokere  (**)  z«  +  8z*  ^  12z>  +  104z  —  20  »  0.  Calcolati  gli  inva- 
rianti   I»  — 4.12.54,   7=27.82.189,   ri  ottiene  (§  7,  cQ  come  risolvente 

«8  +  6»a;  +  7.6«=-0. 

Si  vede  subito  che  questa  equazione  ammette  la  radice  —  6*.  D*altra  parte  ri  ha 

H=6.48(«*— 10«»  — 12«"  — 4«+106), 

e  ri  sa  che  la  quartica 

2  («♦  — 10«»  —  12aj«  — 4aj  +  106)  +  («*  +  So»  —  12a!«  +  104aj  —  20) 


deT*68sei6  un  quadrato  perfetto.  Effettivamente  essa  è  il  triplo  del  quadrato  di 
a^  —  2x  —  8 ,  die  ha  le  radid  —  2  e  4.  Dunque  ri  deve  poter  mettere  11  primo 
membro  dell*equarione  proposta  sotto  la  forma 

X(a?  +  2)*  +  fi(aj  +  2)^(«  — 4)»  +  v(«  — 4)*. 

Per  identiflcarione  ri  ottiene  X^»  —  8v,   fx^a  —  2v,  e  siccome 

3l*  +  a»— l=(lf+l)(3jr— 1), 


(*)  SàUCON,  Alffèhré  9upéri9ur$  (2"*  Ad.  fraoQ.,  pp.  S18,  264). 
(••)  84LII01I,  IM.  cU.,  p.  27B. 
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Teqnazione  direnta 

[(aj+2)i  +  (»-4)»][8(a:  +  2)«^(«-4)i]=0, 

e  però  le  sue  radici  sono  date  dalle  equazioni  lineari 

±(«  +  2)|/=T;  =  «  — 4    ,      ±(«  +  2)l/3=a«  — 4. 

Esse  hanno  dnnqne  i  yalorì 

a,  =  l  +  31^^T     ,      a,«:-5-3|/3, 
a,  =  l— 81/^=7    ,      a4=-5  +  3v^. 

e)  Il  metodo  di  Lagrangia  (§  8,  e)  ci  avrebbe  condotti  alla  risolTente 

y«  +  3.4y«  +  57.4«y  — 134.4' =0, 

che  ammette  la  radice  8.  Dopo  ciò  ayremmo  doTuto  rieolTcre  reqnazione 

«■  —  Sa:  — 20  =  0, 

le  coi  radici  sono  a^^^lO,  òsa  —  2,  e  cosi  Tequazione  data  si  sarebbe  spez- 
zata nelle  dae  quadratiche 

aJ  — 2aj  +  10  =  0    ,      aj»  +  10«  — 2  =  0. 

0  S'incontrano  taholta  eqnasioni  di  grado  superiore  al  quarto,  che  per 
qualche  particolarità  sono  ridacibili  a  quelle  dei  primi  quattro  gradi.  Citiamo 
fra  le  altre  le  equazioni  redprocìie,  il  cui  grado  si  può  sempre  abbassare  almeno 
della  metà.  Tali  equazioni  son  queUe  che,  avendo  le  radici  due  a  due  inverse 

fra  loro^  restano  inalterate  quando  si  cambia  x  in  — .  I  loro  ooeffidenti  sono 

X 

dunque  tali  che  si  ha 

«0  ^    fli    _,    «1    _       _  a„ 

e  conseguentemente  Oi^^On^,  per  t=l ,  2,  3  ,. . .,  n,  o  a,  =  — o».^.  Se 
Tequazione  si  suppone  già  liberata  dalle  radici  -|- 1  o  —  1  che  può  avere,  essa 
avrà  necessariamente  la  forma 

a^a^  +  aia^^  +  ...-[-  a,-iaH-i  -|-  0,*»  +  a»_ia5'-*  + . . .  -)-  ao  =  0 

e  sarà  riducibile  al  grado  v.  In&tti,  se  si  pone  xp  -|-  x~'P  ==  Ep ,  si  può  scrì- 
verla così: 
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Intanto  le  E  sono  fanzioni  di  a;  4"  ^^^  ^^^Vt  &cili  a  calcolare,  perchè  si  ha 
identicamente 

cioè  Ep+i  sa  y^  —  ^i ,  e  siccome  E^  s»  2 ,  Ei  «a  y ,  si  ottiene  snccessivamente 
E,  =  y«-2,  E,  =  y»-3y,  E4  =  y*-4y»  +  2  ,  E,  =  y»-5y»  +  5y . •  •  • 
Cosi  reqnasione  data  diventa 

RisolTendola,  dascnn  valore  di  y  darà  laogo  a  due  yalori  di  os,  che  si  calcolano 
mediante  la  formola 

Si  oflseiTÌ  che  il  calcolo  delle  fnnsioni  E  si  può  accelerare  grazie  all'identità 

Conviene  prendere  mìnima  la  diilerenEa  p  —  q,  e  qoindi  impilare  le  formole 

E^  "^  5p"  —  2   ,      Etp+i  =  ^5p+i  —  y . 
ff)  Per  risolvere 

si  ottiene  Tequazione 

6y»-85y»  +  50y  =  0, 

5     10 
che  ha  le  radid  0 ,  -àf'o'*  I^i^n^Qd  le  radici  dell'equazione  proposta  sono 

.  ^ — r     54-3     5±4        ,        ,, 
±  y  —  1 ,   ^==- ,     "7    ,  vale  a  dire 

+  1/=T    ,     -i/=T    ,     2    .     i-    ,     3    ,     i-. 
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LVm.  Hi  TEOREMA  DI  RUPPINI. 


1.  Ora,  per  tentare  la  risoluzione  algebrica  delle  equazioni  di 
grado  qualunque,  vogliamo  indagare  se  qualche  forma  speciale  si 
debba  attribuire  alFespressione  generale  della  radice  in  funzione 
dei  coefficienti,  e  per  questo  occorre  innanzi  tutto  acquistare  alcune 
conoscenze  intorno  al  modo  di  classificare  le  ftinzioni  algèbriche 

m 

esplicite.  C!on  quantità  date,  e  con  tutte  quelle  altre  che  dalle  prime 
si  deducono  mediante  un  numero  finito  di  addizioni,  sottrazioni, 
moltiplicazioni,  divisioni  ed  elevazioni  a  potenza  con  esponente  in- 
tero, si  costituisca  ciò  che  si  suol  chiamare  un  campo  di  razio- 
nalità. Questo  è  tale  che  ogni  funzione  razionale  delle  quantità  in 
esso  contenute  dà  un  risultato  appartenente  al  campo  stesso,  per 
uscire  dal  quale,  restando  sempre  nel  campo  delle  funzioni  alge-^ 
lìriche,  bisogna  eseguire  un*elevazione  a  potenza  con  esponente 
razionale  non  intero.  Si  ottiene  cosi  un  risultato  che,  in  generale, 
è  Aiori  del  dato  campo  di  razionalità.  Del  resto  l'elevazione  alla 

potenza  - ,  con  p  >  0  e  g  interi,  equivale  air  operazione  razio- 
nale che  consiste  neirelevazione  alla  q^^  potenza,  seguita  dall'estra- 
zione della  radice  p^^,  ^la  operazione  irrazionale,  ossia  capace  di 

produrre  irrazionalità.  Inoltre^   decomponendo  p  in  un  prodotto 

p 
a^T  •  •  •  di  numeri  primi,  uguali  o  disuguali,  Toperazione  \^  si  scinde 

tt      /3      y  _ 
nelle  operazioni  /~,  f/^,  |/  , .  ^. ,  non  ulteriormente  decomponibili 

in  operazioni  simili.  Pertanto  è  /  ,  con  p  numero  primo,  Topera- 
zione  semplice  o  elementare  fra  quelle  che  producono  irrazionalità. 
Ciò  premesso,  al  dato  campo  di  razionalità  aggreghiamo  i  risultati 
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che  si  ottengono  eseguendo  una  estrazione  semplice  di  radice  sulle 
quantità  in  esso  contenute.  Quindi  eseguiamo  operazioni  razionali 
su  tutte  le  quantità  del  campo  ampliato,  ed  includiamone  i  risul- 
tati nel  campo  stesso.  Verremo  cosi  a  costituire  un  nuovo  campo 
di  razionalità,  che  ha,  come  il  primo,  la  proprietà  di  contenere 
tutte  le  funzioni  razionali  delle  quantità  che  lo  compongono,  mentre 
soltanto  un'estrazione  di  radice  può  darci  un  risultato  che  sia  Aiori 
di  esso.  Quelle  funzioni,  che  solo  dopo  Tindicata  estensione  del 
campo  di  razionalità  possono  riguardarsi  come  razionali,  si  dicono 
irrazionali  del  primo  ordine.  In  esse  Toperazione  irrazionale  sem- 
plice si  trova  applicata  a  sole  funzioni  razionali.  Analogamente  si 
procede  all'ampliamento  ed  al  completamento  del  secondo  campo, 
e  si  ottiene  cosi  un  terzo  campo  di  razionalità,  nel  quale  compari- 
scono come  razionali  nuove  funzioni  irrazionali,  che  si  dicono  del 
secondo  ordine.  In  esse  Toperazione  irrazionale  semplice  è  appli- 
cata soltanto  a  funzioni  razionali  o  irrazionali  del  primo  ordine,  e 
certamente  a  queste  ultime.  Cosi  proseguendo  si  arriva  alle  fun- 
zioni algebriche  esplicite  deirordine  ix,  in  ciascuna  delle  quali  com- 
parisce almeno  un'estrazione  semplice  di  radice,  applicata  ad  una 
funzione  delfordine  jii  —  1.  Il  numero  v  di  questi  radicali,  in  una 
funzione  u  dell'ordine  ii,  segna  il  grado  della  funzione  stessa.  Ben- 
inteso V  si  suppone  ridotto  al  minor  valore  possibile,  nel  senso  che, 
se  qualcheduno  dei  radicali  delFordine  jlì  fosse  razionalmente  espri- 
mibile mediante  gli  altri,  noi  ne  supporremmo  già  effettuata  la 
sostituzione  nelFespressione  ài  u,  in  modo  da  non  far  comparire 
in  questa  se  non  radicali,  dell'ordine  jii,  che  siano  tra  loro  irridu- 
cibili per  via  di  operazioni  razionali.  Adunque,  isolando  nell'espres- 
sione di  u  uno  dei  predetti  radicali,  si  può  scrivere 


u 


=  r[yv  ,  V, ,  t?8»  ^8 »•••).  (i) 


dove  p  è  numero  primo,  f  è  simbolo  di  funzione  razionale,  v  è  fun- 
zione dell'ordine  jn  —  1 ,  mentre  gli  ordini  ed  i  gradi  delle  funzioni 
^i  >  ^j  >  ^'s  »  •  •  •  T^^T^  superano  jli  e  v  —  1  rispettivamente. 
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2.  LMama  I.  0(ini  funzione  algèbrica  dell'ordine  \i  e  del  grado 
V  può  essere  messa  sotto  la  forma 


U=:U^  +  U^yV+U^[VV  ì  +---+«P-i\K^)      f 


(2) 


dOf>e  p  è  un  numero  primo,  u« ,  u^ ,  u^ , . . .  sono  funzioni  alge- 
ìdriche  i  cui  ordini  e  gradi  non  superano  m  e  v  —  1  rispetUoa- 
mente,  mentre  v  è  una  funzione  dell'ordine  ^  —  1,  lacuiradice 
pina  f^Qf^  ^  razionalmefUe  esprimibile  mediante  u^ ,  u^ ,  u, , . . . 
Inoltre  si  può  sempre  supporre  ìx^  =  1. 

Siccome  ogni  funzione  razionale  di  una  o  più  variabili  si  può 
esprimere  mediante  il  quoziente  di  due  ftanzioni  intere  delle  stesse 
variabili,  possiamo  scrivere  la  (1)  sotto  la  forma 


_<Po  +  <Pì1/^  +  <PiÌVp)  +•- 
Vo  +  Vt  Vi  +  Vi  \Vv)  + . . . 


dove  le  q>«  e  le  ip»  rappresentano  Ainzioni  intere  di  t^^ ,  t?,  ^  t?, , . . . 
Posto,  per  brevità, 

<p  (a?)  =  <Po  +  <p  1  ^  +  <P t  -^^  +  •  •  • .    M^  {^)  =  Vo  +  V 1  ^  +  V«  ^*  +  •  •  • . 
si  può  anche  scrivere 

dove  ui  è  una  radice  primitiva  p*^  deirunità.  È  noto  che 

p  p p  p 

sono  tutte  le  radici  p*^  di  v.  Ne  segue  che  la  funzione 
manifestamente  intera  e  simmetrica  nelle  radici  di  t?  —  x^,  è  fùn- 
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zione  razionale  ed  intera  nei  coeflclenti  di  t>  -—  o^ ,  cioè  in  v.  Cosi 

vediamo  che  nella  Minzione  io  non  comparisce  più  yv:  essa  ò 
dunque  una  ftmzione  algebrica  intera  delle  Vi  e  di  v.  Invece  il 
numeratore  dell'espressione  (3)  non  è  simmetrico  nelle  radici  di 
V  —  a^;  ma,  immaginando  effettuate  le  moltiplicazioni  dei  p  poli- 
nomii  che  lo  compongono,  è  chiaro  che  gli  si  può  dar  forma  d*una 

• 

funzione  intera,  che,  ordinata  rispetto  a  yv ,  diventa 


tOo  +  w^yv  +  w^[vvì  +w^\yvj  +..-, 

dove  tOojWiyW^,., .  sono  funzioni  algebriche  intere  delle  Vx ,  fun- 
zioni che  si  trovano  nelle  stesse  condizioni  di  io,  come  vi  si  tro- 
vano anche,  per  conseguenza,  i  quozienti  delle  u?«  per  tr,  tranne 
che  questi  ultimi  sono  funzioni  algebriche  razionali,  non  intere, 
delle  Vi.  Chiamandoli  UQ,u^,u^y...  otteniamo  la  formola 

u  =  u^  +  u^Vv  +  Ut\Vv)  +'u^\yvl  +..., 

in  cui  possiamo  sempre  limitarci  a  prendere  i  primi  p  termini. 
Infetti,  essendo 

\f^l=v,  \^l    =v!/v,  (l^j     =v\^],..., 
i  termini  Up  \yv  j ,  w^+i  \yvl  , . . .  sì  possono  sempre  rispettiva- 


P 9. 


mente  aggr^are  ad  u^,u^/v In  tutto  ciò  \^  resta  non  ra- 
zionalmente esprimibile  mediante  le  r»,  e  quindi  anche  mediante 
le  Ufi.  È  jQnalraentc  sempre  lecito  supporre  u^  =  i  ,  sostituendo 
beninteso  alla  v  qualche  altra  funzione  w,  che  si  trovi  nelle  stesse 
condizioni  di  v.  Sia  infatti  u,,  diversa  da  zero,  una  delle  funzioni 
^1 9  ^t  t  ^s  >  •  •  *  3^  ^^^^  ^b®  queste  non  possono  esser  tutte  nulle, 
altrimenti  u,  riducendosi  ad  u^,  non  avrebbe  il  grado  v,  come  si 
suppone.  Se  si  prende  io=zu/v^,  le  ftanzioni 


fio,    \M  ,...,    Wto) 


possono  soltanto  per  tettori  analf^hi  alle  u<  dìffenre  da 

(i^)',  [hT (i^)''"' 

e  quindi,  a  parte  l'ordine,  da 

1^,  (v^)' [y^r. 

In  particolare,  per  un  conTenìente  valore  di  ft,  tale  che  kr=pq-\-i, 
sì  ha 

e  però  ^w  non  è  razionalmente  esprimibile  mediante  le  antiche  o 

le  nuore  funzioni  u^,  altrimenti  lo  stesso  avverrebbe  di  |/v.  Ora, 

imma^nando  che  si  proceda  alla  sostituzione  di  yw  a  yv  nel- 
l'espressione (2),  6  chiaro  che  si  ottiene  un'espressione  della  stessa 

forma.  In  cai  comparisce  w  invece  di  v  ;  ma  Vv)  vi  ha  per  coeffi- 
ciente l'unità. 

S.  L«MNia  n.{^)  Sia  ^  un  numero  prtmo,  e  siano  Vg,Vj,r,,...,Vp_i 
funzioni  (tpparlenentt  ad  un  determinato  campo  di  raxionatttà. 
Appartenga  v  allo  stesso  campo,  ma  non  vi  c^partengano  te  ra- 
dici ih*  di  V.  Se  le  equazioni 

V  —  af  =  0    ,     «,  +  «,a:  +  v^x*  + . . .  -|- 1>,_,  ìk'-'  =  0 

coesistono,  st  ha  necessariamente  Vo  =  0,  T(=0,.,.,  Vp_i  =  0. 

Infatti,  se  v^,  e,  ,.*..,  fp_i  non  sono  tutti  nulli,  si  può  cercare  il 
massimo  comun  divisore  dei  due  polinomii  considerati:  sia  r  il  suo 
grado,  evidentemente  compreso  fra  i  ep  —  1,  iDclusìvamente.  Le 
r  radici  dell'equazione 

We  +  W,  ìK  +  WfX*  +  . .  ■  +  fC  =  0 , 

Ci  DonW  ftd  Abil  [Ottivrti  eompUlti,  t.  ti,  p.  IM). 


Ottenuta  ponendo  uguale  a  zero  il  massimo  oomun  divisore  trovato, 
sono  anche  radici  di  v  —  où^,  e  però,  chiamata  (v^  una  di  esse,  le 
altre  sono  ui'o^o ,  ui^o^o ,  • .  • ,  rappresentando  con  u)  una  radice  pri- 
mitiva p*~  deirunità.  Posto  a  per  a  +  P  +  T  +  •  •  •  >  è  noto  che 
il  prodotto  delle  radici  è 

+  u>o  =  Wa?o'. 

Intanto  si  osservi  che,  essendo  p  un  numero  primo,  e  quindi  primo 
con  r,  i  resti  ottenuti  dividendo  p,2p,...,{r  —  l)p  per  r,  sono,  in 
virtù  d*un  noto  teorema  di  aritmetica,  1,2,3,  ...,r  —  1,  prescin- 
dendo dall'ordine.  Esiste  dunque  sempre  un  multiplo  di  p  che,  diviso 
perr,  dà  1  per  resto:  sìa  ftp,  dimodoché  si  abbia  kp  =  qr-\-i.È 

Quindi 

Il  primo  membro  è  radice  p^^  di  v.  Il  secondo  appartiene  al  dato 
campo  di  razionalità,  perchè  vi  appartiene  t?^,  e  vi  appartiene 
anche  to^^y  visto  che  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore  si  ri- 
solve in  operazioni  razionali.  Adunque  una  radice  di  v  —  oc^  ap- 
parterrebbe al  campo  di  razionalità,  contrariamente  airipotesi.  Non 
si  pnò  dunque  ammettere  che  i  coefScienti  della  seconda  equazione 
non  siano  tutti  nulli. 

4.  Lemma  III.  Le  funzioni  algèbriche  dei  coefftcientiy  che  co- 
siituiscono  Vespressione  generale  della  radice  d'una  eqtuizione 
algebrica  qualunque,  risolubile  algebricamente,  sono  esprimibili 
razionalmente  nelle  radici  delVequaaione  stessa. 

In  virtù  del  primo  lemma,  alla  funzione  algebrica  esplicita  che 
soddisfa  alFequazione  generale 

aoO?»  +  «1  ^"*  +  «a  ì:*^*  +  •  •  •  +  «h  =  0  (4) 

si  può  sempre  dar  la  forma 

X  =  UQ'\'U^fv-\-U^\VV|  +...+u^^\/vì      ,  (5) 
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in  coi  p,  V  e  le  iÀi  hanno  il  significato  più  TOlte  indicato.  Si  sosti- 
tuisca in  (4)  l'espressione  (5X  osservando  che  od^^oc^,...  hanno  la 
stessa  forma  di  x.  Si  ottiene 


t?o  +  t?,fe+t?,()^)  +...  +  Vp,,\M     =0, 


(6) 


dove  v^yV^jV^,...  rappresentano ftanzloni razionali  delle  Ui  e  di  t. 

Siccome  /v  non  è  razionalmente  esprimibile  nelle  u»,  e  p^  con- 
seguenza nemmeno  nelle  t?« ,  segue  dal  secondo  lemma  che  dev'es- 
sere t?o  =  ^  >  t?4  =  0 ,  t?,  =  0 , . . .  Ne  risulta  che  l'eguaglianza  (6) 

sussiste  anche  quando  a  /v  si  sostituiscono  i  suoi  diversi  valori, 
e  quindi  che  l'equazione  (4)  è  ancora  soddisfatta  dalla  funzione  (5) 

quando  in  questa  si  mettano  w/v,  ui^Kt?, ...  per  yv.  Si  otten- 
gono ùoA  le  p  radici 


(^  =  Wo4-WiUj(/r  +  w,u)*l|/^/  4-...  +  W-_4iu'-M>^/     , 


(7) 


a,=Wo  + WiU>^Tt?+w,ui*'-»lj/t;  )  +  •  •  •  +  Wp-iUi^'"*' \|/^) 


p-i 


tutte  fra  loro  diverse,  come  fàcilmente  si  riconosce  osservando  che, 

p 
nell'ipotesi  dell'eguaglianza  fj^a  due  di  esse,  (^  dovrebbe  soddislkre 

ad  un'eguaglianza  della  forma  (6),  a  coefficienti  non  nulli.  Ciò 

premesso,  rammentando  che  u^  si  può  sempre  supporre  uguale 

all'unità,  il  sistema  (7)  fornisce  subito  il  valore  di  y^  i^  funzione 
delle  p  radici  : 

'r-       1 

K  t?  = — (ttj  +  «J^'^Ot  +  ui^-^o,  + . . .  +  wa^). 

Jr 
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p 

Danqae,  supponendo  note  le  radici  deirunità,  ^v  è  funzione  razio* 
naie  delle  radici  a^ ,  a,, . . . ,  a, .  Altrettanto  può  dirsi  di  u^^u^,  ti,,..., 
poiché  dal  sistema  (7)  si  ricava 

Adunque,  se  con  y  rappresentiamo  una  qualunque  delle  funzioni 
che  compariscono  nella  formola  (5),  possiamo  scrivere 

dove  f  è  sìmbolo  di  funzione  razionale,  applicato  a  tutte  o  ad  al- 
cune delle  radici  di  (4).  Questa  funzione  di  n  variabili  sia  suscet- 
tibile di  m  valori  Pi ,  Ps ,  •  • .  P»  >  radici  d*una  equazione  di  grado  m, 
cui  si  deve  poter  soddisfare  prendendo 

dove  le  Vi  rappresentano  funzioni  che  possono  avere  un  ordine 
uguale  a  quello  di  y,  ma  sono  certamente  d*un  grado  inferiore. 
Intanto  si  noti  che  i  coefficienti  dell'equazione  in  y  sono  funzioni 
simmetriche  intere  delle  0,  e  però  sono  razionali  nei  coefficienti 
deirequazione  primitiva.  Ne  segue,  ragionando  come  precedente- 

mente,  che  ì^w jVq,v^,v^,...  sono  funzioni  razionali  delle  p  e 

«/- 
quindi  anche  delle  a.  A  loro  volta  yio  e  le  Vi  sono  esprimibili 

con  la  formola  (2)  mediante  flinzioni  di  grado  inferiore,  delle 
quali  si  dimostra  analogamente  che  sono  razionali  nelle  a,  e  cosi 
proseguendo  si  arriva  finalmente  a  funzioni  razionali  dei  coeffi- 
cienti deirequazione  primitiva,  che  sono  certamente  razionali  ed 
anche  simmetriche  nelle  radici  deirequazione  stessa. 

5.  Per  ben  rendersi  conto  del  significato  deirimportantissima 
proposizione  ora  dimostrata  è  utile  esaminare  ciò  che  succede  per 
le  equazioni  che  già  si  sanno  risolvere  algebricamente.  Si  osservi, 
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per  esempio,  che  il  radicale  contenuto  nella  forinola  di  risoluzione 
deirequazione  quadratica  rappresenta  la  mezza  differenza  delle 
radici.  Similmente  i  due  radicali  sovrapposti  che  compariscono  nella 
formola  di  Tartaglia  si  esprimono  razionalmente  nelle  radici,  cosi  : 


f  4  ^  27 


Nel  caso  generale  questo  fatto  ò  messo  in  piena  luce  dallo  stesso 
metodo  di  Lagrangia. 

6.  Tttopama  di  Ruffflal  i  È  impossibile  la  risoluzione  cUge- 
brica  delle  equazioni  di  grado  superiore  al  quarto  C)- 

Sia  infatti  |/t7  uno  dei  radicali  del  primo  ordine  che  compari- 
scono neirespressione  generale  della  radice.  Esso  è  razionalmente 
esprimibile  nelle  radici,  ed  elevato  alla  potenza  p^*'  deve  dare  la 
funzione  u,  razionale  nei  coefficienti  e  però  simmetrica  nelle  ra- 

dici.  Dunque  (LII,  5)  la  funzione  ^,  che  non  è  simmetrica  nelle 

radici,  è  alternante,  ed  inoltre  si  ha  p  =  2.  Operando  razionalmente 

p 
su  /u  e  su  funzioni  razionali  dei  coefBcienti  si  ottiene  una  fun- 
zione V  a  due  valori,  dalla  quale,  se  non  sono  terminate  le  opera- 
zioni, bisogna  estrarre  la  radice  q*^ ,  essendo  q  un  numero  primo. 

Ora  ^v,  funzione  irrazionale  del  secondo  ordine  nei  coefBcienti,  è 
nondimeno  razionale  nelle  radici,  ed  elevata  alla  potenza  (7*^  deve 
dare  una  funzione  a  due  valori,  benché  abbia  più  di  due  valori. 
Ciò  (Ln,  6)  non  è  possibile  quando  il  numero  delle  variabili  su- 
pera 4.  Dunque  non  è  possibile  costruire^  per  l'equazione  generale 
di  grado  n  >  4 ,  una  funzione  algebrica  esplicita  dei  coefficienti, 
soddisfacente  all*equazione  stessa. 


(*)  Rifleuioni  intomo  alia  ioiuz.  Mie  équas.  etlg.  generali  (Modena,  1813) 
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7.  Ossepvaslonii  II  teorema  di  Rufflni  e  le  considerazioni  che 
lo  precedono,  oltreché  ci  dispensano  dal  tentare  la  risoluzione  al- 
gebrica delle  equazioni  generali  dei  gradi  5**,  6^,  ecc.^  ci  forniscono 
il  modo  di  scoprire  le  formolo  per  la  risoluzione  delle  equazioni 
dei  primi  quattro  gradi.  Anzitutto  si  è  visto  che  il  primo  radicale 
che  s'incontra  nella  ricerca  delle  radici,  seguendo  Fordine  dei  cal- 
coli, è  un  radicale  quadratico,  applicato  al  discriminante.  Il  secondo 
radicale  è  cubico,  giacché  si  sa  che,  per  n<4,  esistono  funzioni 
razionali,  a  più  di  due  valori,  che  elevate  ad  una  potenza  q  danno 
nna  Ainzione  a  due  valori,  ma  (LII,  6)  è  anche  noto  che  dev'es- 
sere q  =  3.  Cosi,  per  esempio,  se  volessimo  risolvere  l'equazione 
cubica  generale,  dovremmo  porre 

8  3 

x  =  ^  +  \/^  +  u^^, 

dove  V  ha  necessariamente  la  forma  cp  +  M^  ^^  >  ^^  cp  e  t|i  razio- 
nali nei  coefficienti.  Sostituendo  nell'equazione  proposta,  e  tenendo 
conto  del  secondo  lemma,  si  ottengono  le  relazioni 

t?  +  tt»t?«  =  ^(2C,»  — 9c,c,  +  27c3)   ,      ut?=:i(c,*-3c,), 

dalle  quali,  ponendo 

si  ricavano  i  valori  di  t?  e  di  u^v*: 

Sì  ritrova  in  tal  modo  la  formola  generale  ottenuta  precedentemente 
per  altre  vie. 
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LIX.  DIFFERENZE  ED  INTERPOLAZIONE. 


1.  Termineremo  il  nostro  Corso  trattando  alcune  importanti  que- 
stioni di  Algebra,  che  ci  serviranno  anche  a  colmare  qualche  la- 
cuna lasciata  nelle  lezioni  precedenti.  Prima  vogliamo  rapidamente 
esporre  1  principii  del  Calcolo  delle  differenze.  Data  una  succes- 
sione 1^0  »  ^i  '  ^t  >  ^3  '  •  •  •  >  chiamasi  differenza  d'un  termine  qua- 
lunque ciò  che  bisogna  aggiungere  al  termine  stesso  per  ottenere 
il  termine  seguente.  Formare  le  differenze  dei  termini  d*una  suc- 
cessione è  un'operazione  che  si  rappresenta  col  simbolo  A  : 

Anche  il  semplice  passare  da  un  termine  al  termine  seguente  si 
può  considerare  come  un'operazione  V,  tale  che  si  aUMa 

Siccome  il  secondo  membro  non  è  che  u,  -[-  Au^  ,  si  può  dire  che 
le  operazioni  A  e  V  sono  fra  loro  legate  dalla  relazione  V=:l  -f  A. 
Sostituendo  invece  Vu,  ad  u^i  nell'espressione  di  Au,,  si  vede 
che  A  =  V  — 1. 

2.  Ora  vogliamo  mostrare  che  i  segni  operatorii  A  e  V  si  pos- 
sono sottoporre  al  calcolo  algebrico  secondo  le  norme  indicate  nel 
cap.  XL.  Prima  di  tutto  si  osservi  che,  per  la  definizione  stessa, 
se  l'operazione  V  si  applica  p  volte  di  seguito  ad  un  termine  qua- 
lunque u, ,  0  2  volte  ad  u^ ,  essa  produce  il  termine  u^^ ,  vale  a 
dire  che  si  ha 

ovvero,  mettendo  V*Uo  per  w, , 
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Poi  si  noti  che  le  operazioni  A  e  V  sono  permutabili  tea  loro, 
perchè  VAu,  rappresenta  il  termine  che  segue  Au,  nella  succes- 
sione Auo ,  Ate^ ,  At«, , . . . ,  cioè  At^i ,  che  si  può  evidentemente 
scrivere  AVtfp.  Dunque  VA  =  AV.  Ne  segue  che,  data  una  suc- 
cessione di  operazioni  A  e  V,  queste  si  possono  eseguire  in  un 
ordine  qualunque.  Ciò  premesso,  siccome  la  differenza  d*una  somma 
ò  manifestamente  uguale  alla  somma  delle  differenze  delle  parti, 

si  ha 

A«  =  A(V  — 1)  =  AV  — A  =  VA  — A 

=  V(V  — 1)  — (V  — 1)  =  (V  — 1)». 
Più  generalmente,  ammesso  che  A^  =  (V  —  iy,  si  ha  pure 

e  però  questa  formola  sussiste  qualunque  sia  p.  Adunque,  per 
esprimere  la  p^^  differenza  del  primo  termine  della  successione 
UQ,u^,u^y...  mediante  questi  stessi  numeri,  si  ha  la  formola 

A'Wo  =  Wp  —  (7p,iiip-i  +  Cp,ttV-t  — .  . .  ±  Wo  •  (^) 

Per  un  termine  qualunque  si  ha 

A'w,  =  A'^y'Wo  =  V'AX  =  ^'(^  — l/^^ot 
vale  a  dire 

ÙJ'u^  =  u^  —  Cp,iUp+^^i  +  Cp^Up^-2  —  . . .  ±  w, . 

Inversamente,  se  si  vuol  ricostruire  la  successione,  quando  si  co- 
noscono le  differenze  successive  del  primo  termine,  si  deve  adope- 
rare la  formola  V  =  (1  +  A/,  che  dà 

Up  =  u^  +  Cp,i  Awo  +  Cp,t  A*  Wo  4"  •  •  •  +  ^''«♦o  •  (2) 

8.  OHffsreiise  di  0*.  Si  chiamano  cosi,  brevemente,  le  succes- 
sive differenze  del  primo  termine  della  successione  0^,  1*, 2^,  3<, ...., 
dimodoché  si  ha,  in  virtù  della  formola  (1), 

A^0«=p«_Cp,i(p-i)'  +  Cp,,(j>-2)»~...±Cp,p.i.      (3) 
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Per  esempio,  formando  le  differenze  dei  cubi  perfetti,  si  ottengono 
i  numeri  segnati  nel  seguente  quadro: 

0    18       27      64      125      216        343        512        729        1000  ..  . 

1    7      19      37      61        91        127        169       217        271 

6    12     18       24       30        36         42  48  54 

6       6        6        6         6  6  6  6 

0       0       0        0         0  0  0 


Si  vede  che,  a  partire  dalla  quarta,  le  differenze  di  tutti  i  termini 
della  successione  sono  nulle.  Fra  breve  si  mostrerà  che  questo  è 
un  fatto  generale,  che  permette  inversamente  di  ricostruire  per 
via  di  addizione  la  successione  primitiva.  Ciò  può  essere  utile,  nella 
pratica,  per  .costruire  delle  tavole  di  quadrati  e  di  cubi  perfetti. 
Ritorniamo  alla  formola  (3)  per  dedurne  un  mezzo  rapido  di  cal- 
colare tutte  le  differenze  di  0^.  Se  si  cambia  p  in  p  —  i  si  ottiene, 
sommando  con  (3), 

A''0«4-A'^'09=l?«  — (7p_u(p  — l)'  +  C,-,,,(i)  — 2)«  — ...±1. 
Intanto  il  secondo  membro,  moltiplicato  per  p ,  diventa 

P'^'  —  CpAp  —  1)'+^  +  C,,t{p  —  2)»+^  -  . . .  ±  Cp,,-i  =  ^''0'+^ . 


Dunque 


^P0,+1  __p  (^p0,  _|_  ^P-IQ?)  . 


(4) 


Adoperando  questa  formola  si  costruisce  con  grande  facilità  il  quadro 


A"        A» 


A* 


A» 


A« 


A»  ... 


0 

0« 

1    2 

(fi 

1    6 

6 

0* 

1    14 

36 

24 

0» 

1    80 

150 

240 

120 

0» 

1   62 

540 

1560 

1800 

720 

0' 

1   126 

1806 

8400 

16800 

15120 

5040 

0» 

1   254 

5796 

40824 

126000 

191520 

141120 

40820 

—  463  — 

Gli  elementi  della  seconda  verticale  si  ottengono  partendo  da  2, 
aggiungendo  questo  numero  ad  1,  e  raddoppiando  il  risultato  ;  poi 
al  numero  6  coù  ottenuto  si  aggiunge  1^  si  raddoppia  il  risultato, 
e  si  ottiene  14.  Similmente  a  14  si  aggiunge  1,  si  raddoppia,  si 
ottiene  30,  ecc.  Per  la  terza  verticale  si  procede  in  modo  analogo, 
cioè  ogni  termine  si  somma  con  quello  che  gli  sta  a  sinistra,  ed 
il  risultato  si  triplica.  Ck>si,  partendo  da  6,  si  ha  6  4-  6  =  12 ,  che 
trìpUcato  dà  36;  poi  36  +  14  =  50,  che  triplicato  dà  150;  ecc.  È 
utile  tenere  presente  il  quadro  cosi  costruito,  perchè  le  differenze 
di  0^  si  presentano  in  molte  interessanti  questioni  di  Analisi.  É  anche 
utile  sapere  che  ^'"0^  =  0  quando  p>q.  Ammesso  che  ciò  sia 
vero  (come  accade  per  q  =  i)  fino  ad  un  certo  valore  di  q^  ih 
formola  (4)  mostra  che  la  proposizione  sussiste  quando  si  cambia  q 
in  gf  -f- 1.  Inoltre  dalla  stessa  formola,  facendo  q=p  —  1 ,  si  de* 
duce  facilmente  A'OP=p! 

4.  DifferaiBse  di  ffunsionl.  Ora  supponiamo  che  la  successione 
sia  costituita  dai  valori 

fix)   ,    f{(v  +  h)  ,    f(x  +  2nì   ,    nx  +  Sh)  ,  .  .  . 

d*una  funzione  y.  La  p*^  differenza  del  primo  termine  è,  in  virtù 
di  (1), 


£i'y=f(x+ph)—C,^iax+p—ih)+Cp;,nx+p—2n)—...±f{x). 

Se  sviluppiamo  ciascun  termine  del  secondo  membro  mediante  la 
formola  di  Taylor,  troviamo  che  il  coefficiente  di  h^  è 

^(p'-CM(p-iy  +  C,,,(p-2)*-...±(7p,p-.i)=^A'0^. 

Spariscono  dunque  i  termini  in  h,  h'^,...,  h^^ ,  e  sparisce  anche, 
come  potevamo  prevedere,  il  termine  indipendente  da  h,  perchè 
esso  è  il  prodotto  di  f{x)  per  (1  —  ly  =  0.  Per  conseguenza  si  ha 


»so» 


_V»!»?_^.0,.  151 
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Questa  forinola  suppone  la  possibilità  dello  sviluppo  di  Y  in  serie 
indefinita.  Per  avere  una  formola  generale,  con  un'espressione  del 
resto,  si  noti  che,  fissato  Xy  ÒJ'y  ò  una  (unzione  di  h,  la  cui  de- 
rivata n*^  è 


» 

Dunque  (XXXVI,  3)  fermandoci  nello  sviluppo  (6)  al  termine  per 
cui  si  ha  i=n — 1,  dovremo  ancora  aggiungere  allo  sviluppo 
stesso 

avendo  cura  di  prendere  queste  ultime  dififerenze  ad  intervalli  6A 
invece  di  h.  Qui  6  rappresenta,  secondo  il  solito,  un  numero  com- 
preso Ara  0  ed  i. 

6.  Esarolsil:  a)  Per  y^tf,  si  ha  Ay=:€H-fc  —  e*  «««(«^  —  l)  ;  quindi 

La  forinola  (5),  dopo  averne  dinsi  i  due  membri  per  ^ ,  ed  ayer  cambiato  h 
in  X,  diventa 

OD 

Siecome  al  primo  membro  si  può  dar  la  forma 


\  1  ^  2!^3!^"V  ' 


si  Tede  subito,  adoperando  nna  segnatura  precedentemente  (L,  3)  definita,  che 

? 


A'0< 


r-S(À)- 


Questa  formola  permette  di  calcolare  direttamente  A'O*.  Per  esem^o,  se  si  tuoi 
calcolare  A^O^»  si  deve  otseryare  che  le  deoomposixioni  di  7  in  somme  di  quattro 
numeri  interi  e  positÌTÌ  sono  l  +  l  +  l+^t  1  +  1  +  24-3,  l  +  2-|-2+2, 
delle  quali  la  prima  e  la  terza  contano  per  quattro,  e  la  seconda  per  dodici 
Dunque 
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h)  Pei  la  funzione  y== —  si  ottiene 

ss 


1    _L        1 


A"y=» 


x{x  +  h)      (x  +  h){x-^2h)^x{x  +  h)(x  +  2h)''" 
In  generale 


x{x  +  h){x  +  2h),..{x+ph)  • 


Ora,  8e8i&  h^a  —  1  ed  cambia  a;  in  — ,  la  formola  (5)  diventa 

X 


(  1  —  a?)  (  1  —  2aj) . . .  (  1  —  1»:)       p\ 


Se  ciascnn  fattore  del  primo  membro  si  sviluppa  in  progressione  geometrica,  si 

riconosce  fkàlmente^immagioando  effettuato  il  prodotto,  che ^ —  è  la  somma 

di  ttitU  i  prodotti  di  q  numeri  interit  ugucdi  o  disuguali,  non  superiori  a  p. 
Ne  segue  che  U  differente  p^«  son  tutte  divisibili  per  p  ! . 

e)  La  segnatura  definita  nel  §  1  permette  di  adoperare  il  calcolo  simbolico 
in  modo  da  raggiungere  rapidamente  certi  risultati.  Per  esempio,  data  la  serie 
tig  — 1«|-|'^  —  ^-\-*"  bì  può  trasformarla  in  un*altra  scrìvendola  sotto  la 
forma 

In&tti  Tultimo  membro  non  è  che  la  rappresentazione  simbolica  di 

Eguagliando  le  due  somme  si  ottiene  la  formola  di  Hudson,  In  particolare,  se 

^  111 

si  vuol  trasformare  la  serie  1  —  "ò  +  'q  —  T  +  **'  ^  un'altra  più  oonvergente, 

si  osservi  che 

Cosi  la  8eri9  data  diventa 

1  +_L+_L4._L    .  _J_  . 


1.2'2.4'3.8'   4.16    '^5.32 
CBaÀBO,  Analisi  algebrica  30 


Del  resto  questo  non  è  elw  lo  srìlappo  di  —  log(l  —  x)  per  «  s»  -^ ,  cioè  log2. 

a 

d)  Più  generalmente,  eon  procedimento  analogo,  ri  ottiene 


Per  eaempio,  data  la  serie 

A«)=»  l'«  +  2»«"  +  3««»  +  4V  + . . . , 

te  ne  può  facilmente  trovare  la  somma  : 

Come  ri  vede,   f{x)  è  il  qaotiente  d*una  fanzione  intera,   di  grado  ^i  P^ 
e^  Analogamente,  per  la  serie 

^f  X  _  i*g  .  yg* .  y g» ,  4<g*  . 

ri  ha 

Donqne  la  serie  oonriderata  è  il  prodotto  di  e*  per  una  f  annone  intera  di  grado  {, 
a  eoeffiàenU  wUeri,  Ne  segno  che  la  $omma  deOa  serie 

1!  "^21  "^31  "♦"41  ■+■••• 
è  ìtguàle  ad  un  eerto  mmero  di  voUe  il  numero  e.  Per  esempio 
1,49  1l8,27 

6.  I  numeri  di  BemouUi  si  esprimono  fiicilmente  mediante  le 
difTerenze  di  0^.  Consideriamo  infatti  la  successione  che  ha  Uq = ^ 
come  primo  termine^  mentre  gli  altri  termini  sono  definiti  cosi  : 

u,  =  0»  +  l9  +  2«  +  ...  +  (p  — 1)«. 
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La  snccessione  delle  prime  differenze  è  appunto  O^,  1^,  29,...  Dunque 

Ne  s^ue,  adoperando  la  formola  (2)  e  prendendo  p>Q, 
l'+29  +  ...  +  (i?  — l)»  =  (7p,tAO»  +  (7p,3A«0«  +  ...  +  (7p,,+iA«0», 

Immaginiamo  ordinato  il  secondo  membro  rispetto  alle  potenze  di  p  : 
il  coefficiente  di  jp  è 

Nel  primo  membro,  se  g  >  1 ,  il  coefficiente  di  p  è  lo  stesso  cbe 
in  l9-f-2« +  ...+!?«,  cioè (XLI, 4, a)  B^.  Per  q  =  i  esso  è  B^  —  i 
=  —  B^.  Siccome,  per  ogni  altro  valore  dispari  di  q,  B^  è  nullo, 
si  può  dire  che  il  coefficiente  di  p  in  u^  ^  ( —  1)^^^.  Dunque 

(— 1)«-^5,  =  -^ AO'  —  -|- A»0«  +  -i  A»0'  — .. .  (6) 

Questa  formola  ci  permetterà  di  dimostrare  un  interessante  teorema. 

7.  Prima  è  necessario  stabilire  un  lemma.  Si  abbiano  gli  sviluppi 
a  coefficienti  interi 

q>{x)  =  i'\'a^x  +  a^x^ -}-...  ,    \\i{pci)  =  i'\-b^x  +  b^x^  +  ...  , 

identicamente  congrui  (*)  rispetto  al  modulo  p,  vale  a  dire  tali  che 
le  differenze  a,  —  b^,  a^  —  &t  >  •  -  •  ^ì^^^  ^^^^^  divisibili  per  p.  Al- 
lora q>  —  \|i  ha  tutti  i  coefficienti  divisibili  per  j>,  e  lo  stesso  si  può 
dire  del  prodotto  di  cp — ip  per  qualunque  sviluppo  a  coefficienti 
interi.  Ciò  premesso,  se  si  ha 


(*)  BjiLTziR,  El^fMnti  di  Matematica  (trad.  Cremona,  8*  parto,  S  13). 
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si  può  dire  che  Io  sviluppo  di 

<p  —  ip 1        1 

ha  tutti  i  coefficienti  divisibili  per  p,  cioè  i  numeri  a^ ,  a^ , . . .  sono 
rispettivamente  congrui  (mod.  p)  a  Pi  >  Pt  >  -  •  •  • 

8.  Tsor^ma  él  Staudt  o  Clauseni  Offni  numero  di  Ber- 
nouUi  Sta  è  ugucUe  ad  un  numero  intero^  diminuito  della  somma 
degli  inversi  di  tutti  quei  numeri  primi,  che,  diminuiti  dell' unità, 
diMono  2n. 

Prendiamo 


(p{x)  =  (i  —  X) {i  —  2x) . , .(i  —p  —  ix)    ,     ip (a?)  =  1  —  af-^ . 

Se  jp  è  un  numero  primo,  si  ha  {*),  in  virtù  del  teorema  di  Fermai, 

la  congruenza  identica 

<p{x)  =  ìp(x).  {mod.  p) 

Intanto  si  è  visto  (§  5,  b)  che 

ed  è  noto  che  si  ha  pure 

-4-r  =  i  +  af''^  +  a^^^^  +  x'^^^  +  . . . 

Dunque,  invocando  il  lemma, 


(p-l)! 


1   ,     se   j?  —  1    divide  q 
0  ,     se   p  —  i    non  divide  q 


D'altra  parte,  ricordando  anche  il  teorema  di  WUson,  che  del  resto 
è  incluso  nella  congruenza  cp  =  ip ,  si  ha 


(P-1)1  = 


—  1  ,     se  jp  è  un  numero  primo 

0  ,     se  p,  superiore  a  4,  non  è  primo. 


(*)  Bacbmanh,  Kreistheilung  (IV,  |  8). 
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Per  conseguenza 


Ap-*0«  = 


—  1  ,     se,  p  essendo  primo,  p  —  1  divide  q 
0  ,     in  ogni  altro  caso,  tranne,  forse,  per  p  =  4. 


Esaminando  a  parte  il  caso  p  =  4,  si  vede  che,  se  g  è  pari,  il 
numero 

1  .o^-      8 


-^A»0^=^(y-^  +  l)-3. 


2« 


-2 


è  intero,  perchè  3^~*  +  ^  è  allora  divisibile  per  4.  Dunque,  facendo 
q  =  2n  nella  formola  (6),  e  chiamando  a,p,T>-**  tutti  i  numeri 
primi,  tali  che  a  —  l,p  —  1,t  —  1,...  dividano  2n,  si  ha  (*) 

5j,  =  Mtero  —  (-^  +  j  +  y +  ...). 

Questo  teorema  facilita  la  costruzione  delle  tavole  di  numeri  di 
Bemoulli.  Solo  col  suo  sussidio  Adams  ha  potuto  (**)  spingere  il 
calcolo  di  questi  numeri,  iniziato  da  Ohm,  fino  a  B^^^ .  Inoltre  esso 
svela  in  parte  la  misteriosa  connessione  che  esiste  fra  la  teoria 
dei  numeri  di  Bemoulli  e  cert«  difficili  questioni  di  Aritmetica  su- 
periore. Così  la  celebre  proposizione  di  Fermat,  che  afferma  Tim- 
possibilità,  per  n  >  2,  di  risolvere  in  numeri  interi  e  positivi  Tequa- 
zione  ocf^ -\- y*  =  z*,  è  stata  (***)  dimostrata  da  Kummer  per  tutti  i 
valori  primi  di  n,  che  non  dividono  i  numeratori  di  jB^  ,  5^ , . . . ,  B^j^. 

9.  Interpolazione.  Il  calcolo  delle  differenze  ha  molte  utili 
applicazioni  algebriche,  per  le  quali  rinviamo  il  lettore  ad  altri  (****) 
trattati.  Qui  vogliamo  soltanto  dire  poche  parole  sulVinterpolazione, 
che  consiste  nella  risoluzione  del  seguente  problema  :  Costruire 
una  funzione  y,  tale  che  ai  valori  x^ ,  x^ ,  x, , . . .  deUa  variaMe 


{*)  UoA  dimostr&iione  più  ■•mplice  trovati  nella  Tfiéorit  det  Nombrea  (p.  431)  di  Luoab. 
(••)  aiorttale  di  CrtlU  (1878,  p.  260).  Por  readerai  conto  delle  difficoltà  materiali  di  tale 
caloolo  basta  sapere  ohe,  da  J^mo  '^^  poÌ>  i  numeratori  hanno  più  di  ottanta  cifre. 
(•••)  Giornale  di  Creile  (1883,  p.  130). 
(••••)  Bbbtbàud,  Algebre,  2">'  parile,  pp.  £89,  240,  ecc. 
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ind^>endente  z  con'ispondano  i  valori  yo  •  Ji  »  Jt  «  •  •  •  àeUa  fun- 
zione. Evidentemente  il  problema  è  indeterminato,  in  generale; 
ma  se  si  vuole  che  y  sia  una  funzione  intera  di  grado  n  (o  evenr 
tualmente  di  grado  inferiore),  basterà  prescrivere  n  +  i  coppie  di 
valori  corrispondenti  perchè  la  funzione  sia  pienamente  determi- 
nata. Per  risolvere  il  problema  deirinterpolazione,  nel  caso  gene- 
rale, immaginiamo  una  terza  variabile  t,  che  assuma  i  valori 
0,1,2,...  corrispondentemente  alle  coppie  di  valori  o^o  ed  y^ , 
x^  ed  y^,  ecc.  Le  variabili  a?  ed  y,  considerate  come  fìinzioni  di  U 
debbono  assumere  i  valori  x^  ed  y^  per  ^=p,  e  siccome,  in  ge- 
nerale, ti,  non  è  che  (1  +  A)'Uo ,  possiamo  scrivere,  simultanea- 
mente, 

L*eliminazione  di  t  condurrà,  in  ciascun  caso,  alla  relazione  cer- 
cata tr^  X  qA  y.  Supponiamo,  per  esempio,  che  si  diano  i  valori 
x^f  x^yX^,, . .,  x^,  equidistanti  per  h  neirintervallo  (x^ ,  xj.  In 
questo  caso  si  ha 

e  però 

^  =  ^0  +  '^-^o  +  ^^^^  ^  A*jPo  + . . .  =  a?o  +  <A  , 

come,  del  resto,  si  poteva  facilmente  prevedere.  Il  valore  di  t,  che 
di  qui  si  ricava,  si  porti  nella  seconda  uguaglianza  (7).  Allora 
questa  diventa  la  formala  di  Newton  f): 

10.  Un*altra  formola  d*interpolazione  è  fondata  su  considerazioni 
assai  diverse.  Tentiamo  di  esprimere  y  mediante  una  combinazione 
lineare  dei  valori  prescritti,  cosi  : 


(*)  Interetunto  appUeasioott  di  qoMta  formoli  alla  i§parasUmé  étiU  rtMH  è  il  toor«ma 
di  Choqokt  e  Matbot  (Mathesis,  1891,  p.  218). 
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Siccome,  per  x=Xi^  y  deve  ridursi  ad  i/^  cerchiamo  di  determi- 
nare A^  in  modo  che,  per  x=^x^yX^,...,x^^  ma  non  per  x  =  Xi, 
sia  Xt  =  0,  e  per  x  =  Xi  sia  invece  X«=l.  Evidentemente,  se  si 
vuole  che  y  sia  fìinzione  intera  di  a?,  si  deve  prendere  X^  propor- 
zionale al  prodotto 

(X  —  Xq)  {X  —  a?J.  . .  {X  —  Xi^i) (X  —  Xi^i)  .  ..{x  —  0?,)  , 

e  la  condizione  X«  =  1  per  x  =  Xi  serve  a  determinare  il  coeffi- 
ciente di  proporzionalità.  Si  ottiene 

{Xi  —  «o)  («4  —  Xi)  ...  {Xi  —  Xi-.i)  {Xi  —  «i+i)  .  .  .  («t  —  Xn) 

poi,  sostituendo  in  (8),  si  giunge  alla  formala  di  Lagrangia. 

11.  Trasformando  leggermente  questa  formola  si  ottiene  Timpor^ 
tante  decomposizione  delle  frazioni  razionali  in  somme  di  fra- 
zioni più  semplici.  Il  primo  membro  di  (8)  è  una  funzione  intera 
f{x)t  il  cui  grado  non  supera  n.  Se  poniamo 

g(x)  =  (x  —  Xo)(x  —  Xi){x  —  x^)...{x  —  Xn), 
ò  chiaro  che 

(Xt—  Xq)  {Xi  —  Xi)...  (Xi  —  Xi^i)  {Xi  —  Xi+i)  . . .  {Xi  —  Xn) 

:==\\m-l^=g'(Xi). 


X  —  Xi 

Dunque 


_       9{^) 

{x—Xi)g'{Xi) 


^  =  /-.  -  \  V/-  \  9 


e  però,  chiamando  a^ ,  a^ ,  a, , . . .  le  costanti 

nx^         fixQ         f(x^ 

la  formola  (8)  diventa 

g(x)       x—Xq*x  —  aj|~*a?  —  x^'^"'      x  —  Xn 
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I  coefficienti  a^ ,  a^ ,  a, , . . .  sono  finiti  e  diversi  da  zero,  perchè 

si  suppone  che  Xf^,x^,  x^,...  siano  tatti  fira  loro  diversi,  e  che 

f 
la  frazione  -  sia  stata  già  ridotta  alla  più  semplice  espressione. 

In  virtù  della  prima  ipotesi  si  ha  ^(x,)4=0,  ed  in  virtù  della 
seconda  /"(a?»)  =4=0,  per  i  =  0,i,2,  ...,n. 

12.  La  più  importante  formola  dlnterpolazione  è  ancora  dovuta 
a  Newton.  Prima  di  stabilirla  dobbiamo  dire  alcune  parole  sulle 
funzioni  fnierpolari,  che  recentemente  han  dato  luogo  O  ad  in- 
teressanti studii  di  Genocchi,  Schwarz  e. Peano.  La  funzione  intera 
polare  del  primo  ordine  si  definisce  cosi: 

*0  —  *1 

Quella  del  secondo  ordine  è 

*1  —  *t 

Cosi  proseguendo  si  arriva  alla  funzione  interpolare  deirordine 
n  —  i,  e  si  definisce  quella  delPordino  n  scrivendo 

ff^       rt*       rn  /r»  ^ /  (gp  ,  J^t  ,  .  .  .  ,  a:n-2  t  gn-l)  —  f\p^y  3^1  >  •  «  «  i  ^-^  t  g») 

/  V^^O  >  '^'l  >  »^8  »  •  •  •  >  ^n) ^        ^  • 

Una  formola  di  Ampère  mostra  che  ogni  funzione  interpolare  è 
simmetrica  rispetto  alle  variabili  da  cui  dipende.  Infatti  si  può 
scrivere 

f{^    . 


'  ^    ''  *     *^       «0  —  a?j       «,  —  «Jq    '      '  V    0  »     1/       «0  —  «I       a^ 

poi,  sottraendo  e  dividendo  per  x^  —  a?, , 

f(x    X   x^—  ^^^'^  I  ^^""'^  I  ^^^ 


(•)  Atti  dtfirAcc.  di  Torino  (1881-82-83).  Nel  voi.  dal  1878  trovasi  ona  prima  Memoria  di 
GimoocHi  «  intomo  tUU  funzioni  interpolari  »,  con  molte  indicasioni  tulle  ricerche  an- 
teriori. 
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E  facile  intuire  il  risultato  generale 

rK>  ^1 1  •  •  M  ^-) = (j^;3rij7:^(^^ 

che  si  verifica  col  solito  procedimento. 

18.  Veniamo  ora  alla  formola  di  Newton.  Supponiamo  pure  che  f 
debba  essere  una  funzione  intera  del  grado  n.  Poiché  essa  deve, 
per  0?  =  fl?o  *  ridursi  ad  f{Xf^ ,  la  differenza  f(x)  —  f{x^  è  divisi- 
bile per  X  —  Xf^,  e  però  la  ftanzione  interpolare  ({x^ ,  x)  è  una 
funzione  intera  di  a?,  del  grado  n  —  i.  Questa  funzione  deve,  per 
le  condizioni  imposte  ad  f^  ridursi  ad  fipc^ ,  x^  quando  si  fa  a? = o?^ , 
e  però  la  diflTerenza  fix^ ,  x)  —  ({x^ ,  x^  è  divisibile  per  x  —  x^, 
vale  a  dire  che  la  finzione  f{x^yX^,x)  è  intera  e  del  grado 
n — 2;  ecc.  Continuando  si  arriva  alla  costante  /*(^o>^i»'--»  ^«-i»^)» 
e  si  hanno  le  uguaglianze 

f{po)  =  f(pcò  +  (^  —  ^o)  /"(^o  »  ^) 
f{x^,x)  =  f{x^,x^)-^{x  —  x^f{x^,x^,x) 


Moltiplicando  la  seconda  per  x — x^^  la  terza  per  (a? — ^o)(^ — ^i)>— > 
la  n*"^  per  (^  —  ^o)(^  —  x^.,.{x  —  x^^^  poi  sommando  e  po- 
nendo x^  al  posto  di  X  neirultima  funzione,  si  ottiene 

r{x)=f{x^)  +{x—x^)f{x^ ,  x^)  +{x—x^)  {x—x^)r(x^,x^ ,  x^)  +... 

+{x—x^){x—x^...(x—x^^)f{x^,x^,.,.,Xn).     (9) 

Questa  è  la  formola  generai  di  Newton.  Se  si  fa  uso  della  for- 
mola di  Ampère,  dimostrata  nel  precedente  paragrafo,  si  ricade 
sulla  formola  di  Lagrangia. 

14.  Qualunque  sia  n,  il  secondo  membro  di  (9)  rappresenta  una 
funzione  che  prende  i  valori  prescritti  f{x^ ,  fXx^ , . . . ,  f(x^  quando 
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ad  X  sì  attribuiscono  i  valori  o^o  »  ^i  t  •  -  •  >  ^n  •  La  differenza  fra  il 
primo  ed  il  secondo  membro  è  una  funzione  q>(rc),  che  si  riduce 
identicamente  a  zero  sol  quando  f  sia  quella  particolare  funzione 
intera,  di  grado  non  superiore  ad  n,  che  viene  individuata  dalle 
precedenti  condizioni  ;  ma»  in  generale,  di  q>  si  può  dire  soltanto 
che  ammette  le  radici  a^yX^^...^Xn.  Supponiamo,  per  fissare  le 
idee,  che  questi  numeri  siano  disposti  in  ordine  crescente.  La  de- 
rivata cp'  si  annulla  per  n  valori  compresi  rispettivamente  negli 
intervalli  (x^ ,  fl?i) ,  (^i ,  ^i) ,  • .  • ,  (a?^* ,  a?J.  Similmente  9"  si  an- 
nulla per  n  —  i  valori,  certamente  compresi  fta  x^  ed  a;.;  ecc. 
Finalmente  q)!"*  deve  annullarsi  per  un  numero  E,  appartenente 
airintervallo  {x^ ,  x^.  Intanto  si  ha 

Dunque 

Questo  teorema  è  assai  utile  in  certe  applicazioni  geometriche.  Si 
noti  che,  se  a^^ ,  ar^ , . . . ,  o^n  tendono  simultaneamente  ad  a,  anche 
l  tende  ad  a.  Quindi 

fin)  (cCi 

lim  f(x^ ,  a?i , . . . ,  Xn)  =  '—\^ .  (10) 

16.  Il  medesimo  teorema  ci  servirà  a  completare  la  formola  (9) 
nel  caso  generale.  Evidentemente  questa  formola  sussiste  per  qua- 
lunque funzione  f,  se  si  ha  cura  di  aggiungere  al  secondo  membro 
un  conveniente  resto  R^,  Dal  modo  stesso  con  cui  si  è  pervenuti 
alla  (9)  risulta  che,  se  si  ristabilisce  x  invece  di  a?,  neirultima 
fbnzione  interpolare,  si  ottiene  un'identità,  che  sussiste  per  qua- 
lunque valore  di  n.  Ne  segue  che  al  resto  22»  si  può  dare  la  forma 

{X  —  XQ){X  —  X^...{X  —  Xn)f{X^.X^,...yXnyCO)  , 

e  finalmente,  indicando  con  E  un  numero  medio  fhi  a7o,^i,.-t^. 
ed  x^ 

i?n  =  (i3?  — a?o)  (^  — ^1) . . .  (a?  — a70^~r". 
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Gofid  la  formola  (9)  si  presenta  come  un'estensione  della  formola  di 
Taylor,  completata  col  resto  (XXXVI,  2)  di  Lagrangia,  ed  in  virtù 
di  (10)  si  riduce  effettivamente  a  quest'ultima  formola  quando 
^0  >  ^1  >  •  •  -  »  ^n  si  fanno  tendere  simultaneamente  verso  un  nu- 
mero a. 


LX.  SVILUPPI  FATTORIALI. 


1.  Quando,  per  n  crescente  airinflnito,  il  prodotto  P»  dei  primi 
n  termini  d*una  successione  u^.u^^u^,. ..,  tende  ad  un  limite 
finito  P,  si  suole  scrivere  P  =  u^u^u^..,  e  dii-e  che  u^u^u^... 
è  un  prodotto  infinito  convergente,  che  ha  il  valore  P.  Se,  invece, 
Pn  cresce  all'infinito  o  non  tende  ad  alcun  limite,  il  prodotto  si 
dice  divergente  o  indeterminato.  Siccome  si  ha 

logPn  =  logWj  +  logw,  + . . .  +  logt^  , 

si  vede  che  la  convergenza  della  serie 

log^i  +  logW£  +  JogWs  4-  •  •  •  (0 

è  necessaria  e  sufficiente  perchè  il  prodotto  infinito  u^u^u^..,  sia 
convergente  e  non  nullo.  H  prodotto  è  convergente  anche  quando 
la  serie  (1)  diverge  verso  — oo;  ma  allora  il  suo  valore  è  zero. 
Ogni  condizione  necessaria  per  la  convergenza  di  (1)  è  dunque 
necessaria  perchè  il  prodotto  considerato  sia  convergente  e  diverso 
da  zero.  Notiamo,  fra  le  altre,  la  condizione  //)nlogt«n  =  0,  cioè 
limte«  =  l. 

2.  Teorema  I.  Perchè  un  prodotto  infinito  u^UgU,...,  i  cui 
fattori  son  positivi  e  tutti  inferiori  o  tutti  superiori  aXCunitàj  sia 
convergente  e  non  nullo,  è  necessario  e  sufficiente  che  sia  con- 
vergente la  serie 

iu,-i)  +  {u,-i)  +  {u,-i)-^...  (2) 
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Infatti,  se  il  prodotto  è  convergente  e  diverso  da  zero,  converge 
la  serie  (1),  e  siccome  u»  —  le  logUn  tendono  simultaneamente  a 
zero,  si  ha,  applicando  il  teorema  di  l'Hospital, 

lim^  =  limu.  =  l,  (3) 

e  però  (XXI,  4)  la  serie  (2),  che  ha  i  termini  tutti  positivi  o  tutti 
negativi,  è  tanto  convergente  quanto  la  (i).  Reciprocamente,  se  la 
serie  (2)  è  convergente,  il  suo  termine  generale  tende  a  zero,  cioè 
si  ha  limun  =  l,  e  però,  essendo  ancora  vera  l'eguaglianza  (3),  la 
serie  (1)  è  anch'essa  convergente.  Dunque  il  prodotto  considerato  è 
convergente  e  diverso  da  zero. 

8.  Teorama  II.  Il  prodotto  infinito  u^u^ Uj) . . .  é  convergente  e 
non  nullo  se  sono  convergenti  le  serie 

(w,-i)  +  (w,-l)  +  (Ws-i)  +  ---  . 

(u,  -  if  +  (w,- 1)«  +  (W3_  1)*  +  .  .  . 

Siccome,  in  virtù  della  convergenza  della  prima  serie,  si  ha 
limi^  =  l,  i  fattori  del  prodotto  finiscono  per  essere  tutti  positivi, 
e  quindi  la  serie  che  ha  per  termine  generale 

•   1?,  =  M^  —  1  —  logM^ 

finisce  per  essere  a  termini  reali.  Intanto  si  ha 

IJm  Ì!l!iZlI^  =.  lim  ^(?^  =  21imu.  =  2  . 

Un 

Dunque  la  serie  v^  + 1?,  +  Vj  + . . .  è  convergente  quanto 

(w,-l)*  +  K-l)«+(w,-l)«  +  ...  , 

e  però  converge  la  serie  logw^  +  logw,  + . . . ,  diflerenza  di  due 
serie  convergenti,  e  finalmente  converge  ed  è  diverso  da  zero  il 
prodotto  considerato.  Osserviamo  che,  se  fosse  convergente  soltanto 
la  serie  (Wj  —  1)  +  («^2  —  1)  + . . . ,  sarebbe  divergente  ed  a  termini 
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positivi  la  serie  t?i  +  v^  +  ^3  +  •  •  •  J  quindi  logu^  +  logw,  + . . .  di- 
vergerebbe verso  — 00,  ed  il  prodotto  sarebbe  convergente,  ma 
avrebbe  il  valore  zero. 

4.  Swlluppl  di  seno?  •  cosce.  Ora  ci  proponiamo  di  dare  gli 
sviluppi  in  prodotti  infiniti  di  alcune  funzioni.  Ricordiamo  (XLII,  9) 
che 

senme  =  y  cos-*e  sene  —  '^('^-^nrn-2)  cos«-3esen»e  + . . . 

Sia  m  un  numero  dispari  2n-{-i,  e  poniamo  mQ  =  x,  sen'0=^. 
Alla  precedente  uguaglianza  possiamo  dar  la  forma 


Il  secondo  membro  è  una  funzione  intera  di  z,  del  grado  n.  De- 
componiamola nei  suoi  fattori  lineari  : 


seno; 


(2n+l)8en2;^ 


\  «1/1  «a   /    '  '      \  On  j  ' 


Le  radici  a  si  calcolano  cercando  i  valori  di  x,  che  annullano  il 
numeratore  seno;,  escluso  il  valore  x  =  0,  che  annulla  anche  il 
denominatore.  Per  a?  =  n ,  27t  ,  Stt  , . . .  si  ottengono  i  valori  delle 
n  radici  : 

a,  =  sen-2^j   ,     a,  =  sen«^  ,...,  a^  =  sen^,^. 


Dunque 


senx 


(2«  +  l)-2STT 


8en'-= — :— r\  /         8eii"-= — r-^x  /         sen" 


=  11 2!L±i      1 ^     ...     1 ^|.(4) 
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Fissato  a; ,  sìa  V  un  namero  intero  arbitrario,  non  inferiore  al  ma»- 


simo  intero  contenuto  in 


X 


,  e  si  prenda  n  >  v.  I  fattori  che 


ir 

vengono  dopo  il  v*"^,  nel  prodotto  (4),  sono  tutti  compresi  fra  0 
ed  1,  ed  il  loro  prodotto,  inferiore  all'unità,  supera  (XIX,  i) 


aen*  ■= — r^         ien*  s — ^-r  «en* 


'      ,(v+l)ii"'"      ,(v+2)ii"r"---'1"  nic      '•         ^°' 


Intanto  si  osservi  che,  se  9  varia,  in  valore  assoluto,  da  0  a  -^ ,  come 
avviene  di  tutti  gli  archi  che  compariscono  nella  precedente  espres- 
sione, -r-  decresce  da  1  a  —,  dimodoché  si  ha 

4A> 

-5-,  <  sen*e  <  e*. 

Dunque  la  quantità  fra  parentesi,  neirespressione  (5),  è  certamente 
inferiore  a 

%  00 


4    Zj**        ~^  Zj  •(•—  1)  ""  4v  ' 


»-hi  t-+-l 

e  però  Tespressione  stessa,  compresa  fra  1  ed  i  —  -r-  >  ^^  P^^  P^^^ 

ir* 

sotto  la  forma  i  —  j- ,  rappresentando  con  t  una  quantità  (varia- 
bile con  x,n,v)  compresa  fra  0  ed  i.  Ora  Teguaglianza  (4)  si 
può  scrìvere  cosi: 

sena? 
(2n  +  l)Ben      * 


2n  +  l 


fl?\/  m  O!         \  /  »  X 


aen"  zz — :—z  \  I         san* 

=  11-     '"•■""• 
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Ciò  premesso,  fissiamo  v  e  facciamo  crescere  n  airinflnito.  Eviden- 
temente 

X 

Ben  ^        ^ 

lim(2n  +  l)sen2^j  =  a?,     lim ?gl-  =  -J, 

per  ogni  valore  fisso  di  /.  Quanto  airultimo  fettore,  in  cui  varia 
soltanto  U  esso  deve  tendere  ad  un  limite,  perchè  è  il  quoziente 

8011  fl! 

d'una  quantità  che  tende  a per  un'altra  che  tende  ad  un  li- 
mite diverso  da  zero.  Dunque  t  tende  ad  un  limite  9,  necessaria- 
mente compreso  fra  0  ed  1.  Per  conseguenza 

Finalmente,  facendo  crescere  v  airinflnito, 

seiu«  =  a;(l-^)(l-^)(l-^)...  (6) 

Considerazioni  analoghe  permetterebbero  di  ottenere  lo  sviluppo  di 
cos^;  ma  è  più  semplice  servirsi  deireguaglianza 

8en2a; 
Zsena;  ' 

che  dà,  mediante  la  formola  precedente. 

Queste  due  formolo  sono  dovute  ad  Eulero. 
6.  ilpplloaslonl  :  a^  Per  ^  =  -q-  Ift  forinola  (6)  diventa 

i-('-ì)('-ij)('-à)('-i)('-ià)- 
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Il  &ttore  generale  di  questo  prodotto  si  paò  scrivere  cosi  : 

1   ^4n«>-l       2n  — 1    2n  +  l 
4n«  4n«  2n     '      2n      ' 

Dunque 

HL  —  l   244668810 
2'^  ì'S'S'b'  5'  T  T  9'  9 

Questa  è  la  fimnoh  di  WalUs. 

h)  Preoedentemento  (XXXVni,  6)  abbiamo  trovato 

Ora  la  formola  di  Wallis  ci  permette  di  determinare  la  oostante  a.  Infatti  si 
può  scrìvere 

JL  —  r    ili  2n     _,.      1  /      2.4.6...aw      \' 

2      „L"ll  •8'3"2n-l";!l«2nil.3.5...(2ii-l)j  ' 

D*altra  parte  si  ottiene,  adoperando  la  stessa  (8), 

2. 4. 6. -.211      _    (2.4.6...2n)«    ^4»(n!)»_    Jn   "eST 
1.3.5...(2n— 1)""  1.2.3.4... 2»  "^   {2ti)!    "^f  2* 

con  6  e  6'  compresi  fra  0  ed  1.  Dunque 


fi 


ir      ,.       1        in     Un       a 


e  finalmente  a  ss  ]/2ir . 

c^  Prendendo  i  logaritmi  dei  due  membri  di  (6),  poi  derivando,  si  ottiene 

*  1        /     2a?       ,        2a?        ,        2»        ,        \  ,„, 

Questo  sviluppo  ò  legittimo,  perchò  (XXXV,  5,  9)  la  serie  fra  parentesi  converge 
uniformemente.  Si  noti  che,  essendo 

2x  1  1 


n'ir"  —  a^      hit  —  x      nir-fa?' 
si  può  anche  scrivere 

«Meo 


«Meo 

cot« 

KM  — «B 
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Così  vengono  ad  essere  messi  in  evidenza  i  valori  di  x  che  rendono  infinita 
coto;,  come  le  formolo  (6)  e  (7j  pongono  in  evidenza  quei  valori  che  annallano 
ienx  e  cosar. 

dj  Laformola  (9)  ha  un'importante  applicazione.  Essa  permette  di  calco- 
lare le  somme 

per  tatti  i  valori  pan  di  p.  Infatti  dalla  (9)  si  deduce 

j^rr-ir  —  or  Aj    n'ir'  '   n*iT*  '  n'ti*  / 

1  i 

ovvero 

^cot«=l-2("^  +  ^+^  +  ...). 

D*altra  parte  (XL,  6)  è  noto  che 

— '-{i!^-*-^+4^--)- 

Dal  paragone  risulta 

i+2^-  +  -pr+4iir  +  ----(-*)     r.2.3...ap-  ^'"^ 

Per  esempio 

ir»  TT*  ir«  -« 


^9  —  ~:sr     1       8l  —  7;«     t      ^«  —  -rTr^     •      So  — 


6     '     °*"""9Ò    *     "•""945    '      «""9450 '••* 

Finora  non  si  è  riusciti  ad  esprimere  la  somma  8p  per  i  valori  di9pari  di  p.  Si 
conoscono  soltanto  delle  trasformazioni  in  serie  più  convergenti,  che  consentono 
un  calcolo  numerico  rapido.  Così,  per  esempio,  si  è  trovato 

1  +  ~  +  ^3  +  -43  +  •  •  •  =  1,20205690315959428540 . . . 
adoperando  pochi  termini  di  un'altra  serie  (*). 


(*)  Questa  è 

»  (— i)»~i.i5.2^3»...(n  — 1)»  /        1 5 \ 

f*  1.2.3. ..(3n-2)  (^(«u— 1)«       12n(3n-l)/* 

Vedi  una  comnaicasione  di  A.  Markoff  all'Accademia  di  Pari^^i  {Comptes^rendui,  16  dé- 
cembro,  1889).  Fino  a  p  =  70  le  somme  Sp  sodo  state  calcolate  con  trentadue  decimali  da 
STiiLTJRs.(Ae<a  mathematica,  18S7;. 
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e)  UD*oe8erTazione  analoga  si  può  fìtre  per  le  eonime  1  —  q^  ~f~  t —  •  •  •  > 

che  si  sanno  esprimere  soltanto  nel  caso  di  p  dispari,  mediante  i  n omeri  (XL,  7) 
di  Ealero.  Si  ha  la  formola  seguente,  che  ci  limitiamo  ad  enunciare: 


ii'+M  .  2 .  3 . . .  2/) 


Per  esempio 


3  "^  5       •  •  •  ^  4"   •  3'  "^  53       32  ■ 

Intanto,  nel  caso  di  p  pari,  non  si  sa  esprimere  nemmeno  la  più  semplice  di  tali 
somme,  vale  a  dire 

^  —  ^       31   i    51       71  "t"  •  •  •  ♦ 

salla  qoale  si  ha  (*)  un  lungo  studio  del  Prof.  Catalan. 

/)  Ritornando  alla  formola  (10)  vediamo,  prima  di  tutto,  che  i  numeri  ber- 
nouUiani  non  nulli  sono  a  segni  alternati,  e  possiamo  anche  dimostrare  con 
Lipschitz  (**)  che  altrettanto  si  può  dire  delle  sole  parti  Mere  {^**)  a  par- 
tire da  un  certo  valore  delFindice.  Effettivamente  (e/r.  LIX,  8}  si  ha 


B.-1-ÌI  + 
(4  + 


1 


B«  =1- 


B. 


B. 


5-+ 


1 


+ 


B,a=l- 


'10 


B«  =  l- 


*if 


'14 


1+ 


Ti 
l  +  l) 


J+l  +  l  +  J.) 

3  ^  5  ^  7  ^  13/ 


-^-(i+j) 


B..= 


'i« 


Bt»  = 


'18 


B«  = 


'W 


B^  = 


'ti 


-6 


-( 


56- 


-528 


-( 


2^3^  5  ^17/ 

1,1,     1,1 

— .  j 

2^3-7    '   K: 
2  T^3^  5  ^11/ 


6193-(^  +  ^  +  ^3) 


B«i  ^       —  86579  — 


B^=        1425518 


2^3^  5  ^7^13! 
1    .    1 


-U+i) 


Bjj  =:  —  27298230 


2^3^  5  ^  29; 


(*)  Memorie  dell' Acc.  di  Pieirobargo  (7*  serie,  t.  XXXI).   Nei  Comptes-rendiM  (t.  LXIV. 
p.  1199)  Bkbbsb  ha  trovato   G=0,91&965594177SlM&4(i0357.  ..  . 
(**)  Bulletin  de$  SeienoM  math.  «t  cutr.,  1880. 
{•••)  Sa  queste  parti  iotere  si  hanno  ricerche  di  HitBMir e  nel  Oìornalé  di  CreUe,  1874. 
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Siccome  B$p  ò  positÌTo  quando  p  è  dìspari,  a  forUori  è  poaitÌTa  la  sua  parte 
intera,  e  però  bisogna  far  vedere  che  la  parte  intera  di  J5^,  nel  caso  di  p  pari 
e  non  inferiore  ad  8,  è  negativa.  Posto  |)ss2n,  la  parte  intera  di  Bin  è  cer- 
tamente inferiore  a 

giacché  si  ha 

fl^i  — logn<fl-n-i  — log(n -!)<...<  Jai-logl  =  l. 

Intanto  dalla  (10)  si  trae,  ricorrendo  alla  formola  di  Stirling, 
Dnnqne  la  parte  intera  di  B^n  è  inferiore  a 


log(4n  +  l)-4irl/?(^y 


ed  il  teorema  di  Lipsohitz  sarà  dimostrato  se  riasciamo  a  trovare  nn  valore  di  n 
che  renda  negativa  Taltima  espressione,  giacché  essa  rimarrà  evidentemente  ne- 
gativa per  ogni  valore  di  n,  superiore  a  quello  trovato.  Per  questo  basta  deter- 
minare n  in  modo  che  si  abbia,  simultaneamente, 

2n>ir«    ,      log(4n  +  l)<4irl/«", 

e  si  vede  subito  che  queste  disugaaglisnze  sono  soddisfatte  per  nss5. 

g)  Finalmente  la  formola  (10)  ci  dice  come  {efir,  XLI,  2,  6)  si  comportano 
i  numeri  di  Bemoulli  quando  Tindice  cresce  alFinfinito.  Si  trova  infatti  facil- 
mente, adoperando  la  formola  di  Stirling, 


Ìm|B2n!(^r"^'  =  4lTl/r. 


lim 

n 


6.  Funzione  a«>"i"«>    ^  grande  importanza  in  varii  rami 
deir Analisi  matematica  la  funzione 

»'J,  1+1- 

n 

definita  cosi  per  x  diverso  da  —  1 ,  —  2  i  — 3 , . .  •  Prima  di  poter 
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assumere  la  (il)  come  definizione  d'una  funzione,  bisogna  dimo- 
strare che  il  secondo  membro  converge  qualunque  sia  rr,  e  per 
questo  basta  invocare  il  teorema  dimostrato  nel  §  2.  Si  ha  (XXXg, 

e  però  il  fattore  generale  del  prodotto  considerato  si  può  porre 
sotto  la  forma  1  -f-  ^  *  indicando  con  ou  una  quantità  che  tende 

ad  o  07(07  —  1)  quando  n  cresce  airinflnito.  Dunque  il  prodotto  con- 
verge, perchè  converge  la  serie  ottenuta  moltiplicando  per  le  quan- 
tità finite  a^ ,  a, ,  a, , . . .  i  termini  della  serie  i  +  t  +  9  +•  ••  ^ 

definizione  (li)  si  può  trasformare  osservando  che  il  secondo  mem- 
bro equivale  a 

(n+ir 


lim 


(>+f)('+ì)-('+T) 


per  n  infinito.  Quindi  si  può  anche  scrivere 

'•(i+^)="'°**'(i+.)(2+!)'::.%.4.x)-       (*2) 

Questa  è  la  forma  data  da  Gauss  alla  definizione  della  funzione  f. 
7.  Se  0?  è  intero,  Teguaglianza  (12)  diventa 

r(l+0;)  =  limn"; r^rr-, r-o^ p j r  =  0^11im j-^  .  j-ft  •  •  •  —7—=^' 

^     '      ^  (n+ l)(n  +  2).  ..(n  +  x)  n-\-ì     n-\-2         n-^x 

Dunque,  per  x  intero,  r{i'\-x)=x\  Se  poi  si  osserva  che 

si  ha  la  proprietà  fondamentale 

r(i+x)  =  xr{x),  (i3) 
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da  cui  si  può  anche  dedurre,  per  x  intero,  la  proprietà  precedente, 
dopo  aver  osservato  che  r(i)=l.  Più  generahnente,  se  si  pone 
X  —  [a?]  =  e ,  si  ha 

r(i  +  0?)= 9(0  +  i)(e  +  2) . . .  a? .  r(e) ,  (i4) 

ed  osservando  che  0  =  8  <  i  si  vede  che  basta  conoscere  i  valori 
di  r  nell'intervallo  (0, 1)  per  conoscerne,  mediante  (14),  tutti  gli 
altri  valori. 

8.  Ma  si  può  ancora  ridurre  a  [  0 ,  ?-  ]  Tintervallo  in  cui  basta 

conoscere  la  funzione  r  P^i*  conoscerla  completamente.  Dalla  (11) 
si  ha,  adoperando  la  formola  (6), 


00 

r(i  +  a;)  r(l  -  a;)  =  "U -i^  = 


IIX 


l  1- 


senTTo;  ' 


n« 


poi,  osservando  (13), 


r(^)r(i-a.)=^. 


Mercé  questa  formola  si  possono  calcolare  i  valori  di  f  neirinter- 
vallo  (  2"  >  ^  )  9^ft^<io  se  ne  conoscono  i  valori  nell'intervallo  (  0 ,  «  ) . 
In  particolare 

'■(i)r(^)  =  n  .  cioè  r(i)=>/r. 

Quindi  la  formola  (14)  dà,  per  a?  =  n  —  «  , 

^[\  +  n]^i.^.^...(2n-i)^.  (15) 

9.  Dimostriamo,  per  finire,  due  interessanti  formole  : 
aj  Dalla  (12)  si  deduce 

rÌ2+^j  r(^  +  ^>  =  ^'"^(l  +  2rc)(2  +  2^)(3  +  2a;)...(2n  +  2«)' 
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D*altra  parte,  cambiando  x  eà  n  in  2x  e  2n  nell'^aaglianza  (12), 
si  ottiene 

r(14-ar)  =  4'lim  ••«*.1.2.3...2ii 


e  però,  tenendo  presente  la  formola  di  Stirling, 

r(l  +  2a;)  -i-""^  l/n.l.2.3...2n  ~    ^  ' 

Dunque 

'  Ì2^^)""2*-i-  r(«)  • 

Questa  formola,  estensione  della  (15),  è  dovuta  a  Legendre. 
bj  Alla  serie 


|;(i-'^('+^))' 


che  definisce  (XXIV,  12)  la  costante  di  EvUero,  si  può  dar  forma 
di  prodotto  infinito  scrivendo 


w  n 


«=?'°^^='°*ljr+i 


Si  ha  dunque 


=Ur-- 


(16) 


+  « 


Ciò  premesso,  la  (11)  dà 


l-\ —         »   /      »     \       »    1-4 


r<.v..-ij(,;i)-  .r-iJUiJ  '^ 


n 


e 
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Quindi,  osservando  (16), 


faW,=''^tr[(-+-:)»'-] 


Questa  formola  è  dovuta  a  Weierstrass.  Solo  negli  studii  superiori  (*) 
è  possibile  rendersi  conto  dell'importanza  delle  formole  di  Eulero 
e  di  Weierstrass,  e  di  tutte  le  formole  analoghe,  che  svolgono  le 
funzioni  trascendenti  in  prodotti  infiniti  di  Ainzioni  lineari  ed  espo- 
nenziali. 


(*)  Vedi,  p.  es.,  la  «  Fonctiona  élliptiquéi  »  (p.  114)  di  Tannikt  «  Molk. 


NOTE  ED  AGGIUNTE 


I.  Compatibilità  fra  equazioni  lineari. 


Si  deTe  (*)  al  pro£  Capelli  an  modo  elegantemente  conciso  di  enandare,  rìas- 
anmendole  in  anai  le  condizioni  di  compatibilità  fra  più  equazioni  lineari.  La 
matrice 


«11      <»11     «18  •  •  •  <*!■     *i 
«ti      «M      «M   •  •  •«!«      *l 

«Mi     «mS     «mS  •  •  •  «MI    kn 


a) 


contiene  il  determinante  principale  {IK,  4),  e  però  la  ina  caratteristica  non  è 
mai  inferiore  a  quella  del  sistema,  doò  alPordine  p  del  predetto  determinante. 
Perchò  la  caratteristica  stessa  da  appunto  p  è  necessario  e  suffldente  che  dano 
nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  p-^l,  contenuti  in  (1).  Questi,  se  non  sono 
i  determinanti  caratteristici^  sono  contenuti  nella  matrice  del  sistema,  e  per  con- 
seguenza sono  nulli.  Esd  sono  dunque  tutti  nulli  allora  (ed  allora  soltanto)  che 
le  equadoni  del  sistema  sono  compatibili  (IX,  5)  fra  loro.  In  altri  termini  :  per 
la  compatUnlità  occorre  e  basta  che  la  matrice  dei  eistema  e  la  matrice  (1) 
oAÒMino  ìa  etesea  oaratterietica. 


n.  Decomposizione  delle  successioni. 


n  teorema  sulla  decomposizione  delle  suocessioni  (XVIII,  2)  potrebbe  sollevare 
certe  difficoltà.  Per  evitarle  conviene  limitarsi  ad  enunciarlo  cod:  data  una 
successione,  se  ne  può  sempre  staccare  un^àltra,  che  abbia  un  Umite  finito  o 
infinito. 


(*)  Rivitta  di  mat§maHea,  180S,  p.  54. 
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in.  Griterìi  di  convergenza. 

1.  È  noto  che,  qaando  si  cerca  di  riconoscere  il  carattere  d*una  serie  esami- 
nando il  rapporto  di  due  termini  consecntivi,  se  si  trova  che  qnesto  rapporto 
tende  airnnità,  nulla  si  può  dire  di  decisivo,  e  bisogna  ricorrere  alla  regola 
(XXIII,  8)  di  Baabe.  Quando  invece  si  esamina  (XXIII,  13)  la  radice  n*^  del 
termine  generale,  non  si  ha  nessun  criterio  per  provvedere  nel  caso  che  si  trovi 

n 

lim)/ti,  =sl.  Orbene  un  criterio  analogo  a  quello  di  Baabe  è  stato  recente- 
tnente  (*)  segnalato  dal  Prof.  Jamet  Esso  consiste  nella  seguente  proposizione  : 

«  La  serie  Uj  +  u,  -|-  Uj  + . . . ,  a  termini  posiHvi,  è  cofwergente  se  f  espres- 
sione 

finisce  per  mantenersi  superiore  ad  un  numero  maggiore  di  1,  qttando  n  cresce 
indefinitamenie.  Essa  è  divergente  se  la  medesima  espressione  finisce  per  non 
superar  mai  Vomita  >. 

Poniamo  infatti  Un  =  n'^**,  ed  osserviamo  che,  essendo 


si  ha 


fi 


l>n>(l-l^)^. 


Dunque,  se  Tespressione  (1)  finisce  per  mantenersi  superiore  a  p  >  1 ,  lo  stesso 
avverrà  ài  pn,  e  però  la  serie  è  convergente,  perchè  i  suoi  termini,  supposti  po- 
sitivi, finiscono  per  essere  inferiori  ai  termini  corrispondenti  della  serie  conver- 
gente (XXIV,  3) 

Se  invece  Tespressione  (1)  finisce  per  mantenersi  inferiore  o  uguale  airunità,  vuol 
dire  che  si  ha,  a  partire  da  un  certo  valore  di  n, 


(•)  MathBsi»,  1802,  p.  80. 
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ed  il  teorema  sarà  dimostrato  se  riasciamo  a  far  vedere  che  (  1 ^-  j    è  il 

termine  generale  dVna  serie  divergente.  Per  questo  osserviamo,  prima  di  tutto, 
che,  qaando  n  cresce  indefinitamente,  il  rapporto  di  logn  ad  n  fintsoe  per  deere- 
soere  sempre,  e  però  si  ha 

logn       log  logn 
n  logn     ' 

poi 


Dunque 

,      logn^*         1_ 


( 


D^altra  parte  (XXII,  9)  ò  nota  la  divergenza  della  serie  che  ha  per  termine  gè- 

«eri,      1      ;  ecc. 
nlogn 

2.  n  teorema  di  Jamet  si  applica  cercando  il  limite  dell'espressione  (1)  per 
«  inAnito.  La  serie  è  convergente  o  divergente  secondo  che  il  detto  limite  è 
maggiore  o  minore  di  1.  Quando  è  uguale  ad  1,  nulla  si  può  asserire  senza 
ulteriore  esame,  a  meno  ohe  Tespressione  considerata  tenda  alPunità  crescendo 
sempre,  nel  qual  caso  la  serie  è  divergente.  Altrimenti  bisogna  procurarsi  un 
altro  criterio,  che  completi  il  precedente.  Si  può,  per  esempio,  considerare,  invece 
di  (1),  Tespressione 


[v      ^"^ììogn      ^Jloglog^i 


logn        Jloglog^n* 
Per  la  dimostrazione  basta  porre 


Un 


n(logn)'«  ' 

e  rammentarsi  (XXIV,  34)  che  la  serie  definita  dal  termine  generale  —rz r- 

è  convergente  per  q^l,  divergente  per  g  ^  1. 

8.  Si  può  anche  generalizzare  il  teorema  di  Jamet  Per  questo  prendiamo  una 

serie  divergente  qualunque 1 1 [-•••>  *  termini  positivi,  e  ram- 

tti        Og        a^ 

mentiamoci  (XXII,  8  ;  XXIV,  33)  che,  chiamando  a»  la  somma  dei  primi  n  ter- 
mini, la  serie 


ajOi''      (HaJ'      a^a^" 


—  491  — 

è  coDTergente  o  divergente  secondo  che  p  >  1  o  jp  ^  1 .  Appoggiandosi  sn  questa 
pTopofldzione  si  trova  che  la  serie  ii|  -f-  iig  -|-  Og  -|- . . .  converge  qttando  Veepreè- 
sione 

'"        'Ioga* 


(■-^-)'? 


finisce  per  mantenersi  superiore  ad  un  numero  maggiore  di  \^  e  diverge  quando 
la  detta  espressione  finisce  per  mantenersi  inferiore  o  uguale  ad  1. 


IV.  Dimostrazione  del  teorema  di  Staudt  e  Clausen. 


1.  La  dimostrazione  del  teorema  di  Glansen  e  Staadt^  data  nel  cap.  LIX,  si 
pnò  condurre  in  modo  da  non  aver  hisogno  del  lemma  del  §  7,  fondandola  uni- 
camente sulle  proprietà  delle  differenze  di  0^,  per  le  quali  è  anche  inutile  ricor- 
rere a  certi  (§  5,  h)  sviluppi  in  serie.  La  relazione 

applicata  ripetutamente  airultimo  termine  del  secondo  membro,  dà 

A*»  0«  =  ph^  0^»  +  p»  A*-»  0«-»  +  . . .  +  p'^+i  A'-*  0»-« . 

Dunque  A^'O^  ò  divisibile  per  p^  e  siccome  il  secondo  membro  contiene  soltanto 
differenze  (p  —  Vf^  si  può  dire  ohe  A'O*  è  divisibile  per  p{p  —  1).  Ne  segue 
che  ciascun  termine  del  secondo  membro,  e  conseguentemente  anche  A'O*  ,  è 
divisibile  per  |)(p — l)(p  —  2);  ecc.  Così,  per  via  di  successive  deduzioni  alter- 
nate, d  riesce  a  veder  chiaro  che  A'O^  è  divisibile  per  p  ! 

2.  Ciò  premesso,  per  dimostrare  il  teorema  di  Staudt  e  Clausen,  si  richiede 
che  si  sappia  dire  in  quali  casi  A'^^'O^  è  divisibile  per  p.  Fintantoché  p  è  un 
numero  composto,  maggiore  di  4,  è  noto  ed  è  quasi  e?idente  (*)  che  p  divide 
(p  —  1)! ,  e  quindi  che  A^^~*0',  divisibile  per  (p  —  1)! ,  è  divisibile  anche  per  p. 
Esaminiamo  dunque  il  caso  di  p  primo.  Si  ha 

A'-«0«  =  (p  - 1)»  -  (7;,_,,i(p  -  2)«  +  Cp-,,,(p  _  8)«  -  . . .  ±  C^^^-^ . 


(*)  Il  numero  p,  se  non  è  primo  o  quadrato  d'un  numero  primo,  è  ecomponibile  nel  pro- 
dotto di  due  fattori,  diverti  fra  loro  e  dalljnnità.  Questi  fattori  figurano  nel  prodotto 
1 . 2 . 8 . . .  (2>  —  1),  e  però  (p  —  1)  I  è  divisibile  per  p.  Se  p  è  il  quadrato  del  numero  primo  u, 
il  prodotto  1 .  S  .3  . . .  (p — 1)  rsochinde  i  fattori  i»  e  8u,  e  però  è  divisibile  per  2w*,  e  con- 
seguentemente per  p,  purché  si  abbia  2tf<p,  cioè  u>>2.  Fa  dunque  eccesione,  fra  i  va- 
lori  non  primi  di  p ,  soltanto  p  =  2*. 
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DiTÌdiamo  gperp— 'l.eaiagss  k(p  —1)4-*'.  Siccome  f  <  p  —  1 ,  è 
A^'^O'^O,  e  però  la  forinola  precedente,  quando  tì  si  cambia  g  in  r,  diventa 

0  =  (p-l)'-a;^,,i(p-2f  +  C7p-u(p-3r-...±(7p-i,p-,  , 

a  meno  che  non  sia  r=iO,  nel  qaal  caso  bisogna  ancora  aggiungere  hF  1  al 
secondo  membro.  Danqae  A'^'O*  è  anche  espresso  da 

[(j)-n«-(p-l)']-(7,_i,,[(p-2)'-(p-2)']+...±Ci,-,^_,(2«-2')+p, 

essendo  pssO,  in  generale,  e  p=3(^l)'  per  rss^O.  lì  teorema  (*)  di  Ferroat 
dice  che  il  numero  primo  p,  se  non  divide  a,  divide  c^  —  1.  In  altri  termini 
a^  è  an  multiplo  di  p,  aumentato  di  1,  ed  altrettanto  si  può  dire,  evidente- 
mente, di  qualunque  potenia  intera  di  a^.  Ne  segue  che  la  differenza 

ali  —c^  =  ar  (a^ip-i)  —  1) 

ò  divisibile  per  p.  Dunque  A'~~*0*  =  p  {mod,  p).  Per  eonseguenza,  solo  nel  caso 
che,  p  essendo  primo,  q  sia  divisibile  per  p  —  1,  avviene  ohe  A^'^O*  non  è  di- 
visibile per  p.  n  resto  della  divisione  di  A'~*0*  per  p  è  allora  (—1)',  uguale 
(o,  perp  =  2,  congruo)  a  — 1. 

8.  La  dimostrazione  precedente  è  dovuta  (**)  al  Prof.  Badicke.  Essa  ò,  mal- 
grado le  contrarie  conclusioni  {***)  di  qualche  Autore,  ìa  pia  aemphee  che  si 
conosca.  Quella  che,  undici  anni  dopo,  Lucas  ha  inserita  nella  sua  e  Théorie 
des  nombres  »  non  ne  differisce  sostanzialmente. 


V.  Decomposizione  delle  frazioni  razionali. 


1  Abbiamo  visto  (LIX,  11)  come  una  frazione  razionale  si  scomponga  nella 
somma  di  frazioni  più  semplici  quando  il  denominatore  g(x)f  che  si  può  sempre 
supporre  primo  col  numeratore  f(x)y  ammette  n  radici  semplici  a,  P,  T»  •  -  •  t  ^ 
La  questione  si  può  trattare  in  un  altro  modo,  mediante  il  quale  è  anche  fridle 
esaminare  il  caso  generale  delle  radici  multiple.  Supporremo  che  il  grado  del 
numeratore  sia  inferiore  ad  n.  Altrimenti,  fatta  la  divisione  di  f  per  g,  si  scom- 
porrebbe la  frazione  nella  somma  d*una  funzione  intera  e  di  un'altra   fraiione 


(*)  Baltzbs,  EUnwnti  di  MaUmatica  (trad.  Cremona,  2*  parte,  9  13). 
(**)  S(ìwa€lU  Corrispondane*  mathimatiqug,  1880,  p.  503. 
(***)  BulUtina  de  rAcadémie  de  Belgique,  1890,  p.  289. 
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razionale,  che  avrebbe  la  forma  volata.  Ciò  premesso,  siccome,  per  x  tendente 
ad  a,  si  ha 


X  —  a 
è  pure 


ffi^)       9  (a) 


Ora,  chiamato  a  il  valore  di  questo  limite,  e  ò ,  e , . . . ,  M  valori  analoghi  per 
le  altre  radici,  osserviamo  che  la  fimzione  intera 

ag(x)   .   bg(x)  .  ■    kfjx) 

a?  —  a  '  a?  —  p  '  *  "  "•  a;  —  X 

si  riduce,  per  x  =  cl,  ad  a^(a)ss/'(a),  per  a;  =  p  ad  /"(p),  ecc.,  cioè  prende 
gli  stessi  valori  di  /*  per  n  valori  distinti  di  a;,  e  siccome  il  suo  grado  è,  come 
qaello  di  /)  inferiore  ad  n,  essa  non  differisce  da  fi,  Dunque  si  ha 

f{x)^\^     a 
g(x)  ""  ^  X  —  a  * 

estendendo  la  somma  a  tatto  le  radici. 

2.  Ora  supponiamo,  in  generale,  che  g  ammetta  v  radici  distinte,  degli  ordini 
r,s,<t...,ifc>  rispettivamente,  dimodoché  si  abbia 

g  {x)  ^  (a?  —  o)'  («  —  p/  (aj  —  t)*  . . .  («  —  X)». 

Poniamo,  per  brevità, 

^,(a:)  =  (a:-p)«(a?-T)'...(«-X)*, 
gt(x)  «=  (a;  —  t)*  . . .  (a?  —  X)* , . . . ,    g^^i{x)  =  {x  —  \)K 

Siccome  g^  non  si  annulla  per  a;  =s  a ,  si  può,  nella  divisione  di  f  per  g^ ,  ordi- 
nare il  quoziente  rispetto  alle  potenze  ascendenti  di  a;  —  a  II  grado  di  /"  è  in- 
feriore ad  n,  quello  di  ^|  ò  n  —  r ,  e  però,  dopo  avere  ottenuti  r  termini,  dimo- 
doché sia 


9iW  9ìW 


(1) 


il  grado  di  fi  sarà  inferiore  ad  n  —  r.  Similmente,  se  si  divide  ^  per  ^s,  che 
ha  il  grado  n  —  r  —  s,  si  ottiene,  dopo  s  termini. 


=  ft  +  ^(aJ-P)  +  6«(a?-P)«+...+6,-i(a:-P)-i  +  (a:-P)*^,   (2) 


con  /t  di  grado  inferiore  ad  n  —  r  —  «.  Cosi  proseguendo  ri  arriverà  ad  Qna 
fanrione  /^.i ,  il  cai  g^rado  non  raperà  k  —  1 ,  e  si  potrà  scrìvere 

/;.!(«)  =  /+^(a:-X)  +  I|(a;-X)«  +  ...  +  fc-i(«-X)»-». 

Ora  si  divida  (1)  per  (x  —  ày,  poi  (2)  per  {x  —  fiy,  ecc.,  e  finalmente  Taltiiiift 
eguaglianza  per  {x  —  X)''.  Si  ottiene 

g(x)        {x  —  ay^  {x  ^af-^^  '  "'^  x-^a'^  gt{xì' 

A(g)  _      ^       I        ^        .        .    ^>i    .  /iW 

gdx)  ""(a;-P)''^(a:-P)-i"»"--*'^a;-P"^^tW 


Si  perviene  in  tal  gaisa,  sommando,  alla  seguente  formola: 


(3) 


8.  Quali  sono  i  valori  delle  costanti  che  compariscono  nella  formola  (3)?  Dal 
procedimento  tenuto  per  stabilire  Teguaglianza  (1)  risulta  che  a ,  a^ ,  C4 , . . .  sono 
i  primi  r  coefficienti  dello  sviluppo  in  serie,  secondo  le  potenze  ascendenti  di 
x  —  a,  della  funzione 

g^ix)  g{x) 

Intanto  si  ha 

g{x)^{x^ar-^^  +  {x--ar'^^j^rj^^y^+ix^ar^^^^^^  +  ... 
e  la  moltiplicazione  delle  serie 

deve  produrre  la  serie 

f(x)  =  f{a)  +  ix-a)^  +  {x-ayf^  +  ... 
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Donqne^  identificando, 


f{a)__g-'ì(a)  ,  _g-^«{a) 


-2T-  =  «t-7j-+«.(^rp)T  +  «(irX2)T  (*) 


(r_l)l-'^'Tr  +  "'-'(r+l)l+-"'+'''(2r-l)!- 

Da  questo  sistema  di  eqnazioni  lineari  si  deducono  snccessivaniente  i  valori  dei 
coefficienti  a ,  «j ,  <i( , . . .  ;  poi  dal  sistema  analogo,  relativo  alla  radice  p,  si  ri- 
cavano i  valori  di  6 ,  6| ,  6) , . . .  In&tti  qaesti  sono  i  primi  <  coeffidentì  dello 
sviluppo  in  Sjerie,  secondo  le  poten2e  ascendenti  di  x  —  p,  della  funrione 

9i{^)  9ì{^)  9{»)  ^''     w» 

in  cai  h{x)  rappresenta  nna  fanzione  razionale,  che  resta  finita  per  a;  =  p  ed  è 
per  eonsegaensa  sviluppabile  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x  —  p.  Siccome 
pertanto  lo  sviluppo  di  (x  —  Vfh{x)  racchiude  le  potenze  di  x  —  p  solo  dalla 
««^  in  tu,  si  vede  che  ò ,  òj ,  ò^ , . . .  sono  anche  i  primi  s  coefficienti  nello  svi- 
luppo di  {x  —  ff  ~-^ ,  e  però  soddisfano  al  sistema  (4) ,  in  cui  si  cambiano  a 
ed  r  in  p  ed  «.  Altrettanto  dicasi  di  c,ex^c^,.,,\  ecc.  Si  noti  che  le  costanti 

sono  tutte  finite  e  diverse  da  zero,  mentre  le  altre  possono  essere  nulle.  Nella 
pratica  del  calcolo  non  si  fa  uso  del  sistema  (4)  perchè,  una  volta  constatata  la 
possibilità  di  porre  la  frazione  sotto  la  forma  (S),  è  assai  più  comodo  adoperare, 
nei  casi  particolari  che  si  presentano,  il  metodo  dei  coefficienti  indeUrminati. 

4.  La  formola  (3)  si  estende  facilmente  partendo  da  qualunque  decomposizione 
di  ^  in  un  prodotto  di  funzioni  intere,  prime  fra  loro  : 


g{x)=^(p^(x)x'{xììv*(x) 


Se  immaginiamo  ripetute  le  considerazioni  che  hanno  condotto  alla  (3),  possiamo 
scrivere 

f{x) 
9{' 


[x)      y  (a{x)         a^(x)  .  gr^i(a?)\ 

[X)       ZjUm^)"^9^-H«)"^*""^    cp(x)j' 
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rappresentando  con  a» ,  ò^ , . . .  convenienti  fanzioni  intere,  i  coi  gradi  sono  infe- 
riori ai  gradi  di  <p  >  x  >  •  •  •  *  rispettivamente.  Un  caso  particolare  di  questa  fcnv 
mola  ò  assai  importante  nella  pratica.  Ordinariamente  la  fraiione  data  ha  i  ooef> 
ficienti  reali,  e  si  cerca  di  operarne  la  decomposizione  in  frazioni  semplici  in 
modo  da  evitare  gli  immaginarii.  Per  qnesto  i  fiattorì  lineari  x — a,  a;— p,  cor- 
rispondenti ad  nna  coppia  di  radici  coig agate,  si  lasciano  accoppiati  nel  prodotto 
01^ -{- px -{- q  f  che  si  considera  come  uno  dei  fiittori  di  g.  Allora  questa  coppia 
di  radici,  invece  di  dar  luogo  airespressione  di  forma  immaginaria 

{X  —  ay  ^  («  —  3r  ^ (x  -  a^-i ^{x-  P)*-*  ^'"' 

f 
fornisce,  per  la  decomposizione  di  —,  la  somma 

ax-\-b         . a^x  +  b^         .  ar.ia?  +  ftr-i 

ix*+px  +  qy  "^  (x^'+px  +  qY"^'^'  *  *  "^  ^  +  px  +  q' 

a  coefficienti  reali. 


VI.  Derivate  successive  delle  fimzìoiii  dì  fimzioiìi. 


1  Termineremo  eoi  far  oonoeoero  una  fonnola  assai  utile,  che  dà  Tespressione 
generale  della  p^"«  derivata  d*una  finzione 

f{x)^<p(\^{x)), 

quando  sono  note  le  derivate  successive  delle  funzioni  <p  e  i|i.  Poniamo,  per  sem* 
plicità,  y  =■  f{x) ,  w  =  v  («) ,  e  (L,  8) 


"""S'f^. 


e  stabiliamo,  innanzi  tutto,  la  proprietà  fondamentale  dell*algoritmo  U,  Prima 
osserviamo  che  la  derivata  della  funzione  €r=-~r  è  ^r3s*(r-|-l)€r+i<  Dunque 
la  derivata  d*nn  termine 
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di  U,,i  è 


Vsst 


2^  (r,  +  l)6,^€,j  .  .  .  e^,li€^^+i  €r,^^  .  .  .  €r.  .  (1) 

Perchè  nno  di  questi  termini  coincida  con  un  termine  dato 

€/»i€.i),€/»3  .  .  .  €/>^  (Pi  +  P»  +  Ps  +  .  •  •  +  pi  =P  +  1)  (2) 

di  TJpj^\,ii  bisogna  che 

♦"i  =  Pi  I  •  •  •  *  *"t-i  =  Pv-i  »   *•¥  =  Pv  —  1 ,   ♦"*+!  ==  Pt+i , .  •  . ,  n  =  Pi  , 

e  però  p,  dev'essere  superiore  ali  unità.  Se  ciò  avviene,  il  termine  (2)  si  trova, 
come  la  (1)  mostra,  p^  volte  in  U'p,i.  Dunque  il  detto  termine  ò  contenuto  in 
U'p^i  un  numero  di  voke  uguale  alla  somma  dei  numeri  p,  superiori  aWunUà, 
vale  a  dire  jp  -|- 1  —  m  volte,  chiamando  m  il  numero  di  quei  p^  che  sono  ugnali 
all'unità.  D*altra  parte  consideriamo  i  termini 

^iSS  •  •  •  S-i  t»-i  +  ra  +  rj  +  . . .  +  r^-i  =p) 

di  Up^i-i,  e  moltiplichiamo  per  Ci  ciascuno  di  essi,  avendo  cura  di  scrivere  suc- 
cessivamente il  nuovo  littore  negli  «  posti  che  può  occupare,  cosi  : 

Si  viene  in  tal  modo  a  costituire  un  quadro,  nel  quale  il  termine  (2)  comparisce 
m  volte,  mentre  la  somma  di  tutti  i  termini  del  quadro  è,  evidentemente,  t€i^p,t-i. 
Dunque  il  termine  (2)  è  contenuto  p  +  1  volte  in  Wp^i -j-  i^xUp,i^i,  e  però  si  ha 

Up,.  =  (P  +  1)  Up^u  -  iu'Up^i .  (3) 

Questa  è  la  formola  fondamentale,  che  sussiste  senza  limitazioni  se  si  conviene 
di  supporre  Up^i=0  quando  i  è  maggiore  di  p  o  minore  di  1. 

2.  Ciò  premesso,  è  facile  dimostrare  la  formola 

La  derivazione  rispetto  ad  d;,  eseguita  avendo  riguardo  a  (8),  non  fa  che  cam- 
biare p  in  JP  -f- 1 ,  e  siccome  la  formola  (4)  è  manifestamente  vera  per  p  =  1 , 
essa  è  vera  per  qualunque  valore  di  p. 
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8.  JI|i|illc>uloiil  I  a>  La  derivata  jpF^  di  y  =»  q)(«*)  si  esprime  mediante 
Talg^ritmo  (LIX,  5,  a) 

p  p 

La  forinola  (4)  dà 

b)  In  particolare,  te  si  fa 

è  (XL,  8)  noto  che  y  ss  e^.  Quindi  la  furmola  (5)  dà»  per  «  =  0 ,  la  s^aente 
eepreesione  del  p*^  numero  di  Eulero  mediante  le  differenze  di  O'  : 

J^p  =  —  -j  (2A«0'  —  2A'0»  -^  A*0») 

+  ^  (ÌA^C  —  2A'0'  +  A'On 

—  ^  (2A"0»  —  2A"0'  +  A«O«0  + . .  . 

ej  Per  <!)(«)=» —  la  formola  (4)  diventa 

X 

t«p 


r=y((-i)*y*+'o'^*)- 


Ora,  se  facciamo  successivamente 

e  poniamo  xssaQ  nell'ultima  formola,  questa  ci  dà  le  seguenti  espressioni  dei 
numeri  di  BemouUi  e  di  Eulero  : 


fi-|('-"*SFTTiT)  •   Wi-|('-»'S5^)- 
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d)  Finalmente^  posto 

si  rappresentino  con  8r  e  Cr  la  somma  delle  r*"*«  potenze  dei  n ameri  a,  p,Yf«> 
e  qnella  dei  prodotti  r  ad  r  degli  stessi  numeri.  È  chiaro  che,  ^r  x  =  0, 

y{r)  ^  ^^r)  ^  g^ 

r\  '^^'     '       r\'^  r  ' 

Ciò  premesso,  se  nella  formola  (4)  si  &  soccessiTamente  (p(a;)  =»  0* ,  <P(^)  =  Ioga; , 
ed  x  =  0,  si  ritrovano  le  (L,  3)  formolo  di  Warìng. 
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Unea  13,  Invece  di  r'""  leggi  r""" 

linea.  5,  invece  di  nutlo  leggi  nuùo 

manca  la  barra  destra  al  determinante  di  Smith. 

antipenultima  linea,  manca  la  parentesi  a  sinistra  di  lY 

penultima  linea,  invece  di  -4-  (—  «•)  leggi  -+-  (—  a5«)P. 

forroola  (1),  invece  di  o'^'  leggi  Qra 

lin«»a  6,  invo  e  di  ortogonale  leggi  ortogonale. 

linea  14,  invece  di  variabiti  leggi  variabili. 

linea  9,  dal  fundo,  invece  di  l'ulti  na  frazione  leggi  la  pratione 


.«•MI      -«MIO 

»    ^ 


linea  8,  dal  fondo,  invece  di  n'^'',  n""*',  leggi  fi 

prima  linea,  manca  in  priocipio  il  n°  3. 

linee  8  e  6,  dal  fonie,  invece  di  8  16  leggi  §  15. 

linea  13,  invece  di  (XIX,  6)  l'>ggi  (XIX,  15) 

linea  8,  dal  fondu,  dopo  li  secondo  segno  log  inserire  (1 

linea  4,  dal  fondo,  invece  di  9  leggi  8 

linea  9,  dal  fondo,  invece  di  =)  leggi  )  =: 

linea  3,  invece  di  n****  leggi  n*"*® 

linea  13,  dal  fondo,  invece  di  Up  q%uinào  leggi  u,  tolo  quando 

linea  11,.  invece  di  tutti  wilori  leggi  tutti  i  talari 

linea  2,  invece  di  ad  uno  leggi  da  uno 

penultima  linea,  invece  di  n""^  leg^  n**"** 

linee  «,  10,  invece  di  n'*~»  leggi  n'"« 

linea  7,  dal  fondo,  invece  di  quindi  per  leggi  quindi,  ptr 

linea  10,  e  pag.  251,  linea  14,  invece  di  n"*'  l^gi  ** 
prima  ed  ultima  linea,  invece  di  n*"^  l«ggi  fC^^, 
linea  15,  invece  di  mentre  H=0  leggi  mentre  Ht^O 
Unea  6,  al  secondo  segno  <  sostituire  = 

linea  8,  invece  di  ^  leggi  s; 

lin(;a  80,  Invece  di  squadra  leggi  riga 

linea  1,  invece  di  5  leggi  6 

300,  301,  302,  dappertutto  leggi  n»**,  p»"*,  eco,,  invece  di  W 
linea  8,  dal  fondo,  dopo  me/nbri  metti  una  virgola 
linea  20,  dopo  valori  leggi  interi 

linea  4,  dal  fondo,  invece  di  n**"*  leggi  n»"*" 

linea  9,  dal  fondo,  invece  di  a*  leggi  Ot 
linea  12,  dal  fondo,  invece  di  p***  leggi  p*"^ 


.•«e 


474,  ultima  liuaa,  invece  di    - — 1^ 

n! 


'"»»'   (fH-l)I- 


